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Abstract

Option pricing dates back to the turn of the century with Bachelier's doctoral
dissertation on speculation theory. In 1964 Bonness developed a formula for option pricing
similar in nature to that of Black-Scholes's but that relied upon an unknown interest rate. It
was not until 9 years later that Black and Scholes came up with a formulato price European
options, which would revolutionize financia theory. Unlike most theoretical breakthroughs,
Black-Scholes's formula became increasingly popular among practitioners, and nowadays
it iswidely used in the main exchanges around the world.

In recent years Hull, White and Rubinstein, among many others, have worked on
pricing the so-called exotic options. Meanwhile Trigeorgis, Brennan, Schwartz and others
have illustrated how option theory can be used in assessing the profitability of investment
opportunities¥areal options. Option theory has been aso applied to the pricing of many
other financial instruments, such as warrants, callable bonds, and callable-convertibles
bonds.

The aim of this paper is to discuss the progress that option theory has made since
Black and Scholes developed their seminal formula. We will review the most outstanding
models, mention some numerical methods used in option pricing when no analytical
solution exist, and discuss the importance of real options as a new technique for assessing
investment opportunities.
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I ntroduccién

La valoracion de opciones se remonta a comienzos de este siglo con la tesis doctoral
sobre la teoria de la especulacion de Bachdlier, umno de la universidad de la Sorbonne
(Merton, 1998). En 1964, Bonness sugirié una formula de naturaleza similar ala de Black y
Scholes (1973) pero que descansaba en una tasa de interés desconocida que incluia una
compensacion por riesgo asociado a precio de la accién. Solo nueve afios después, Black y
Scholes derivaron una formula exacta para € precio de una opcién de compra europea
escrita sobre una accion. Por € afio 1975, dicha formula ya era ampliamente usada en €l
Chicago Board Options Exchange—Ila primera bolsa en transar opciones desde 1973%.
Posteriormente, Merton (1976) analizd la valoracion de derivados suponiendo procesos
estocasticos mas complejos para e precio del activo subyacente, tales como
descontinuidades. El desarrollo de esta teoriales valio a Scholes y Merton el premio Nobel
de economia en 1997.

En los dltimos afios, Hull y White (1987, 1992) y Rubinstein (1991), entre otros,
han trabgjado en la valoracion de las denominadas “opciones exdticas’ ¥ derivados
disefiados por una ingtitucion financiera para satisfacer las necesidades especificas de un
cliente¥s. Asimismo, Trigeorgis (1996) , Brennan, Schwartz (1985) y otros han ilustrado
como la teoria de opciones puede ser utilizada en la valoracion de proyectos de inversion—
opciones reales¥s. Otras aplicaciones de la teoria de opciones encontradas en la literatura
son la valoracién de warrants e instrumentos de renta fija.

El objetivo de este articulo es resumir a grandes rasgos € progreso que ha hecho la
teoria de opciones en los veinticinco afios desde el descubrimiento de Black y Scholes. Se

dara una resefia de los modelos més sobresalientes, y se mencionara brevemente métodos



numeéricos utilizados para valorar opciones en aguellos casos en que no existen soluciones
analiticas. Ademés, se discutira la aparicion de la teoria de opciones reales como una
herramienta méas apropiada que €l valor presente neto para evaluar proyectos de inversion
gue involucran cierto grado de flexibilidad.

El aporte de este articulo radica en exponer de manera claray sucinta las principales
ideas desarrolladas en la literatura de teoria de opciones en los Ultimos veinticinco afos.
Tales ideas, a pesar de su mayor difusion en los circulos académicos y en los mercados
financieros de paises desarrollados, son a la fecha poco conocidas para la mayoria de los
economistas en € ambito latinoamericano. La autora no tiene conocimiento de que se haya
escrito una articulo de similares caracteristicas en e Ultimo tiempo. Por €ello, este trabgjo
contribuye a difundir conceptos basicos de una importante area de las finanzas, la cua ha
salido arelucir con mayor fuerza desde la entrega del premio Nobel de economia a Scholes
y Merton en 1997.

Este articulo esta organizado como sigue. En la seccion Il nos referimos a la célebre
formula de Black-Scholes y a las distintas maneras propuestas cominmente en la literatura
para su obtencion. La seccion Il discute las consecuencias del relgiamiento de los
supuestos en que se basa la formula de Black-Scholes. La seccion 1V trata de la aparicion
de las llamadas opciones exdticas y del uso de métodos numéricos cuando no existen
soluciones analiticas para e precio de una opcion. La seccién V se refiere a otras
aplicaciones de la teoria de opciones, tales como la valoracion de warrants, instrumentos de
renta fija y proyectos de inversion (opciones reales). Dada la importancia de esta Ultima
area para € disefio de politica, presentamos dos gjemplos de la literatura que permiten
ilustrar que la regla del valor presente neto no siempre lleva a la eleccion correcta. Por

altimo, la seccion VI presenta algunos comentarios finales.



[ Un Hito en la Teoria de Opciones. la Formula de Black y Scholes

Una opcién de compra (call) da a su duefio e derecho de comprar un activo en una
cierta fecha preestablecida (vencimiento o expiracion). Una opcién de venta (put), en tanto,
da a su duefio e derecho de vender un activo en una cierta fecha preestablecida
(vencimiento o expiracién). Las opciones méas conocidas son las europeas y |as americanas.
L as opciones europeas solo pueden ser gjercidas en la fecha de expiracion, mientras que las
americanas pueden ser gjercidas en cualquier minuto antes de la fecha de expiracion. En la
actuaidad, la mayoria de las opciones transadas en los mercados financieros son
americanas.

En 1973, y casi después de cinco afios de trabajo, Black y Scholes encontraron una
solucion andlitica para el precio de una call europea®. Para ello se basaron en los siguientes
supuestos: (1) Los mercados financieros no tienen fricciones. Esto es: i) no hay impuestos o
costos de transaccion; ii) todos los activos son perfectamente divisibles; vy, iii) no hay
restricciones a las ventas cortas de activos. (2) Las tasas de interés para prestar y pedir
prestado son iguales y constantes entre t (hoy) y T (fecha de vencimiento de la opcién). Se
asume gue la tasa de interés por periodo, r, es compuesta continuamente. (3) La accién,
activo subyacente, no paga dividendos entret y T. (4) El precio de la accion, S(t), sigue un

proceso lognormal. Esto es:

S(tz) 2
Ln( ) ~ N(n(t-ta), s“(t2-11)) 1
S(t,)
Black y Scholes demostraron que, bajo estos supuestos, uno puede replicar el precio
fina en T de una call europea comprando un portafolio compuesto de acciones y bonos

libres de riesgo en t, y transando dindmicamente este portafolio hasta T. A fin de evitar



operaciones de arbitraje, € valor de lacall ent debe ser igual a del portafolio réplicaen t.
En base a esta observacion, |os autores encuentran que € precio en t de una call europea en
una accion esta dado por:

C(S K, t,1,8, T)=SF (d) —K €TV F (dy), )
donde F (.) representa la funcién distribucion acumulada de una variable normal estandar,

d; y d; estan dados por:

InjS/(Ke ™ )| s Tt
di= + O=d;-s-/T-t.
Tos Tt 2 i

3

Srepresenta el precio corriente de la accion, K es el precio de gjerciciodelacall, T
es la fecha de vencimiento de la call, r es |la tasa libre de riesgo por periodo compuesta
continuamente, y s es la volatilidad instantanea de la accion (esto es, la desviacién estandar
del precio de laaccion por unidad de tiempo).

Existen distintas maneras de obtener la formula de Black-Scholes. Una de éllas es a
través del arbol binomial en un mundo neutral al riesgo. Este méodo de valoracién es
ampliamente utilizado no sélo en la valoracion de opciones sino también en una amplia

gama de instrumentos derivados. EI modelo binomial de un periodo asume que € precio de

la accidn sube 0 bagja con probabilidad (efectiva) qy 1-q, respectivamente:

uS=S,, con probabilidad g

dS=S;, con probabilidad 1-q

y que €l precio de la opcién en lafecha de vencimiento esta dado por:

3 En virtud de la paridad put-call para opciones europesas, a partir del resultado de Black-Scholes para una call
(europea) se puede obtener una solucién analitica para el precio de una put (europea).



C.=Max(0, uS-K)

Cs=Max(0, dSK)
donde u° 1+tasa de retorno si @ precio de la accion sube; d° 1+tasa de retorno si €l precio de
laaccion baja; r*° 1+tasa de interés para prestar y pedir prestado, tal que d<r*<u.
A fin de encontrar € precio de la opcion, se crea un portafolio que contenga D

accionesy un préstamo de $L alatasa libre de riesgo:

DuS-r*L
oL /
\ el
Para replicar e precio de la call en t=1, deben satisfacerse las siguientes dos
ecuaciones: i) DUS-r*L = C,, ii) DdS-r*L = C4. De dlo:
C, -Gy _dC, - uC,

D=+ ¢ L=—u” e (4)
Su- d) r*(u- d)

Para €l caso de una call, L es siempre positivo, puesto que la diferencia dC, - uCy
Y igua a max(0, duS-dK) - max(0,udS-uK)%ses mayor o igual a cero. Esto implica que
parte del costo de la accion utilizada para replicar € precio de una call es financiada con un

préstamo.



El precio de una call es expresado en términos de probabilidades ajustadas por

riesgo. En particular, sea:

o r*-d 1- o U-r* 5
pe P (5)
Dado que d<r*<u, entonces O£p£1. Con €llo,
C=DS-L
:pcu +(1' p)Cd . (6)

"

Dado que las probabilidades anteriores ya estan gjustadas por riesgo, los flujos
futuros son descontados a la tasa libre de riesgo. En efecto, las opciones son valoradas
como una funcién de S(t), u, d y r*. Dado que esta relacion es obtenida via argumentos de
arbitrgje, la valorizacion de los derivados es independiente de las preferencias por riesgo de
los inversionistas. Tomando ventga de esta independencia, valoramos estos instrumentos
financieros en un mundo neutral a riesgo ficticio, en e cual todos los inversionistas son
neutrales al riesgo. Ello, claramente, simplifica € analisis porgue en un mundo neutral al
riesgo los inversionistas no demandan un premio por riesgo y, por lo tanto, todos los
activos tienen un retorno igual alatasalibre de riesgo.

A fin de resolver un abol binomial de varios periodos, es necesario resolver €l
modelo binomia de un periodo repetidamente. Si n representa el niUmero de periodos; j, €
nimero de movimientos hacia arriba necesarios para alcanzar un punto dado; y, n-j, €

nimero de movimientos hacia abajo necesarios para alcanzar un punto dado, entonces €l

|
esta dado por L . Con dlo laformula

numero de trayectorias que conducena C ; -
vty jl(n-j)!

paran periodos esta dada por:



1 4 n!
C=——a- :
r*" i jt(n-j)

n

!pj(l- p)" 'max (0, u'd™'S- K). (7)

(ver Fernandez, V., 19994, paralos detalles).

Laférmula anterior se puede expresar como:

14 nl . o
C=—"-a- —p'd- p)"'[u'd™'S- K], (8)
r*" s jt(n- !
3 nl - culd™! 3 n! - :
= 5q - —p'@-p" ———-Kr*" g - —p'@-p"’,
i=a H(N- ) r* i=a H(N- )

donde “a’ representa e nimero minimo de movimientos hacia arriba en e precio de la
accion necesarios para que la call esté in-the-money. Esto es, para que € precio de la accion
supere € precio de gercicio de la opcidn y, por tanto, resulte atractivo gjercer la opcién en
la fecha de su vencimiento.

A fin de replicar la dinamica del precio de la accién cuando éste se distribuye
lognormal, se debe escoger u= exp(s/T/n) y d= exp(-s~/T /n). En virtud del teorema

del limite central, Cox, Rossy Rubinstein (1979) demostraron que, cuando n® ¥,

]

d nl , oud™ g N sapdal- p)do”

: pa-p =g _EPORPEY ® F@,),
gﬂ(n-J)! r* ,gj!(n-J)!gr gé I g !
8 " papre Fd,)

i (n- ) =

con r*= exp(rT/n), p=(r*-d)/(u-d), y &€ nimero entero mas pequefio mayor o igua a

IN(K /S)-s~/nT
2s /T

. Con ello la ecuacion (8) se reduce alaformula de Black-Scholes.

Una segunda via utilizada en la obtencién de la féormula de Black-Scholes es €
método de valoracion neutral al riesgo. Este se basa en las siguientes observaciones.

Primero, un $1 invertido hoy alatasa libre de riesgo (t=0) equivaldraa $’" en T. Segundo,



$1 invertido en acciones alcanzara para 1/S(0) acciones hoy dia, las cuales valdran
S(T)/S(0) en T. Si nos encontramos en un mundo neutral al riesgo, la retribucion esperada

en T por invertir en la accion deberia ser igual a aguella obtenida en € activo libre de

riesgo. Es decir,

M) =g
Elgo ¢ (©)

Si €l precio delaaccion en T, fecha de vencimiento de la opcion, condicional en el

precio en t=0, se distribuye lognormal, entonces:

@ — T +05s°T
E 5(0)] e . (10)

Por lo tanto, mer-0,5s2. Si se descuenta e precio delacall en T alatasa libre de riesgo, en
un mundo neutral al riesgo se tiene que:

C=¢&"™ g [max(0, S(T)-K)], (11)
donde E; denota €l valor esperado en un mundo neutral al riesgo, condicional en €l valor de

(T)

S(t). Bao & supuesto de lognormalidad Ln( 0

)~N([r-0,557](T-t), s*(T-t)). Por ello
C= ™ a0, 5(T) - KIf (BT)IET).

=™ B‘S(T) - K]f(S(T))d(T) . (12)

Si se hace el siguiente cambio de variable,

S(T) 1.

In(—=>)- (r- =s)t

. (S(t)) ( 5 )
s/t

~N(0, 1), (13)
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con t°T-t se llega ala formula de Black y Scholes. (Ver Baxter y Rennie, 1996, para los
detalles).

Una tercera via para llegar a la formula de Black-Scholes es mediante la obtencién
de la ecuacion diferencial que debe satisfacer el precio de la opcion europea, sujeta a ciertas
condiciones de borde®. Concretamente, dado que e precio de la accion se distribuye
lognormal, la dinamica del precio puede ser descrita por un movimiento Browniano
geométrico:

dS(t) = nB(t) dt + sS(t) dw(t), (14)
donde dW~N(0, dt), representa el incremento de un proceso Wiener o Browniano estandar.

Por el lema de Ito, la dinamica de C esta dada por (ver Hull, 1997 o Fernandez ,V ., 1999a):

2
EI’TS'*'E'F}ﬁSZSZ ﬂC

dc = ( )dt + -~ SSAW . (15)
St 297S 1S

A fin de encontrar la ecuacion diferencial que debe satisfacer C, se forma un
portafolio libre de riesgo que contiene una posicion corta en la call y una posicién larga en
NIC/S acciones. Es decir, € valor del portafolio P estéd dado por:

1C

P=-C+—S. (16)
7S
Por o tanto,
dp=-dc+ € g, (17)
7S

Al reemplazar (15) y (16) en (17), se ve que cambios pequefios en € vaor del
portafolio no dependen de dW, variable aeatoria. Por lo tanto, el portafolio es libre de

riesgo y su rentabilidad debe ser latasa libre de riesgo. Esto es,



11

dP=rPdt. (18)

Por o tanto, Ilegamos a que:

2
LCI—S+E+}“ C

s?S*=rC. (19)
1S mw 29SS

Esta ecuacion diferencial de segundo orden esta sujeta a las siguientes condiciones de borde
i) C=max(0, S(T)-K); ii) C(0, t)=0. Mediante un cambio de variable, se concluye que (19)
es la llamada “ecuacion de calor”. Esta Ultima, utilizada en la fisica, resulta tener una
solucion analitica (ecuacion (2)). Para los detalles, ver Willmott, Howison y Dewynne
(1995).
[l Relajamiento de los Supuestos del M odelo de Black-Scholes

Merton (1973) relgja en e modelo de Black-Scholes € supuesto de que la tasa de
interés es constante y deterministica. En particular, é define P(t, T) como €l precio ent de
un bono de descuento que paga $1 en T y asume que la dindmica del precio del bono puede
ser descrita como:

dP(t,T)
P(t, T)

= mpdt + spdW,, (20)

donde mp es la tasa estocastica de crecimiento del precio del bono; sp es la volatilidad de
P(t, T), la cual se asume una funcion conocidadety T;y dW, representa el incremento de
un proceso Wiener estandar.

Merton demuestra que €l precio de una call europea esta dado por:

C(S K, t,r1,5, T)=SF(d) —K P(t, T) F (dy), (21)

con

* Esta es una de |as demostraciones que discuten Black y Scholes en su articulo de 1973. Los autores también
presentan una derivacion aternativa que hace uso del modelo de valoracién de activos, CAPM, aplicado alos
retornos de la accion y de la opcion.
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_In(S/K) - InP(t,T) +8*(T - t)/2 — g
di= p \/ﬁ ; =d;-8§/T- t (22)

.
y §*T-t)=(fs®+s;- 2r ss,)dt.
t

El pardmetro s es la volatilidad instantdnea del precio de la accion y r es la
correlacion instanténea entre €l precio de la accion y del bono. Este modelo se diferencia
del de Black-Scholes en dos aspectos. Primero, la tasa de interés instantanea, r, es
reemplazada por r(t, T)=In[-P(t, T)]/[T-t)]. Segundo, la volatilidad del precio de la accion es
reemplazada por § . Merton argumenta que es méas apropiado utilizar r(t, T) en la formula
de Black-Scholes. Sin embargo, en la préctica no hace mayor diferencia utilizar s o0 $§
porque, para la mayoria de las opciones que se transan en €l mercado, s es mucho méas
grande que sp (Hull, 1997).

Uno de los supuestos claves en la derivacion del precio de una opcion europea es la
distribucion de probabilidad que sigue € precio del activo subyacente d momento del
vencimiento de la opcion. En el caso del modelo de Black-Scholes, ésta se asume
lognormal. Hull, op. cit, discute el sesgo potencial que puede tener sobre el precio de una
opcion europea € utilizar la formula de Black-Scholes cuando |a verdadera distribucion del
precio del activo subyacente, al momento de expiracion de la opcidn, difiere de la
lognormal.

A fin de combatir dichos sesgos, se han desarrollado especificaciones alternativas.
Por giemplo, Hull y White (1987) introducen un modelo en que la volatilidad del precio de

|a accion es estocastica:

dSS =rdt+ /ndWs, (23)
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dn = d(f-n) dt + x n" SdW,, (24)
donde S es €l precio de la accion, r es la tasa de interés libre de riesgo, v es la varianza
instantdnea del precio de la accion, d, f, h y x son parametros, y dWs y dW, son
incrementos de procesos Wiener estandar. La ecuacion (23) describe la dinamica del precio
de la accidon (en un mundo neutral a riesgo), mientras que la ecuaciéon (24) describe la
dindmica de la varianza del precio de la accién por unidad de tiempo, n. Esta Ultima
ecuacion indica que nserevierte a nivel f aunatasad.

Hull y White demuestran que cuando la volatilidad es estocéstica, pero no esta4
correlacionada con € precio de la accién, € precio de una call europea es la formula de

Black-Scholes integrada sobre la distribucién de la varianza promedio durante la vida de la
opcion, n. Esto es, cp(N)f (n)dn, donde c(.) eslaformula de Black-Scholesen (2) y f(.) es

la distribucion de probabilidades de n en un mundo neutral a riesgo. Hull y White
comparan €l precio de su modelo con aguél que daria la féormula de Black-Scholes si uno
reemplazara s por n en la ecuacién (2). Los autores concluyen que la ecuacion (2)
sobreestima €l precio de una opcion paralacua S es cercano aK, y subestima el precio de
una opcién paralacua S es sustancialmente menor o mayor que K. Para aquellos casos en
gue la volatilidad esta correlacionada con €l precio de la accion, € precio de la opcién debe
ser obtenido mediante simulaciones de Monte Carlo.

Un método popular en laliteratura para modelar volatilidad estocéstica es lallamada
“Heterocedasticidad Condicional Autorregresiva Generalizada” (“GARCH”). Un gemplo
simple de tales modelos es el GARCH(1,1), €l cua relaciona la varianza de |os retornos de

una accion (u otro activo) en el instante iDt, s;%, con la varianza del retorno del activo en (i-
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1D, si4% y e cuadrado de la diferencia entre el retorno en e instante (i-1)Dt, ri, y €
retorno promedio, m

i’ = Qo + Ge1” + GSia’, (25)
donde e =ri- my g1, 02 Y gs Son constantes. La variable g2 puede ser interpretada como la
informacion mas reciente acerca de la varianza del retorno ddl activo en € instante iDt (ver,
por g emplo, Engle, 1995; Chu y Freund, 1996).

Sustituyendo s? repetidamente, se llega a que la varianza del retorno en cualquier
momento del tiempo es una constante mas una suma ponderada de todas las “innovaciones’

o informacién pasada sobre la varianza de |os retornos:

s2= 4

¥
+0,89 qile?.. 26
1- q3 qzequ i-j ( )

S |gs|<1, la importancia de la informacion pasada decae a medida que pasa €
tiempo. Generalizaciones de los modelos GARCH son los GARCH integrados (IGARCH)
y los GARCH exponenciales (EGARCH) (ver Hamilton, 1994).

Herzel (1998) ha extendido el modelo de Black-Scholes al asumir que la volatilidad
del precio de la accion puede saltar de un valor s, a un s, en un instante de tiempo
aleatorio. El autor encuentra soluciones analiticas para |os precios de opciones europeas asi
como para algunos pardmetros de cobertura de riesgo (hedging). Asimismo, Herzel
encuentra que los precios generados por su modelo producen una curva de volatilidad
implicita (implied volatility)® que presenta la ya reportada “sonrisa’.

En efecto, la llamada “sonrisa de la volatilidad” es un fenébmeno que ha sido

observado por diversos autores y agentes que transan activamente en el mercado de

®> Aquella que puede ser inferida de los precios de las opciones utilizando la formula de Black-Scholes.
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opciones. Al graficar la volatilidad implicita de una opcién en funcién de su precio de
gjercicio, se observa que |as opciones out-of-the-money y in-the-money® tienden a tener una
volatilidad implicita mas alta que aquellas opciones para las cuales € precio del activo
subyacente es aproximadamente igual a precio de egercicio (at-the-money). Td
comportamiento se traduce en una especie de “sonrisa’, la cual ha hecho cuestionable el
supuesto de volatilidad constante del modelo de Black-Scholes.

Derman y Kani (19944, b), Dupire (1994) y Rubinstein (1994) argumentan que €l
patron sistematico de la “sonrisa’ se debe a cambios en la volatilidad en los retornos de los
activos. Los autores plantean que la volatilidad del retorno de un activo es una funcion
deterministica del precio del activo y del tiempo, y desarrollan modelos de valoracion
binomia y trinomial para tomar en cuenta este fendmeno. En un articulo reciente, Dumas,
Fleming y Whaley (1998) examinan el valor predictivo y de cobertura de los modelos
planteados por Derman y Kani, Dupire y Rubinstein para una muestra de opciones del S&P
500 para el periodo 1988-1993. Los autores concluyen que dichos modelos no presentan
ventgjas sobre un procedimiento ad-hoc que simplemente suaviza las volatilidades
implicitas entregadas por la férmula de Black-Scholes para distintos precios de gjercicio y
vencimientos.

Existe una vasta literatura en el érea del calculo de la volatilidad implicita. Otras
referencias son Amin y Ng (1997), quienes concluyen que la volatilidad implicita obtenida
del modelo de Heath-Jarrow-Morton (1992) para opciones en euroddlares explica mucho de
lavolatilidad observada en |a tasa de interés, e incluso puede brindar un prondstico superior

a de un modelo GARCH; Bharadia, Christofides y Salkin (1995), quienes caculan la

® Se dice que una opcién esta out-of-the-money s el precio del activo subyacente es inferior a precio de
gercicio.
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volatilidad implicita mediante una generalizacion ssimple del modelo de Black-Scholes;
Karolyi (1993), quien desarrolla un enfoque bayesiano para modelar la volatilidad del
retorno de una accion para efectos de valoraciéon de opciones; Jarrow y Wiggins (1989),
guienes demuestran que las volatilidades implicitas en e modelo de Black-Scholes pueden
ser utilizadas para valorar opciones aun en situaciones en que los supuestos de dicho
modelo son violados, incluyendo (1) procesos estocéasticos alternativos al lognormal para el
precio de laaccion, (2) tasas de interés estocasticas, y (3) fricciones de mercado.

Otra clase de modelo que relgja el supuesto de lognormalidad es aquella que permite
gue el precio del activo subyacente presente discontinuidades o “saltos’. Laidea es gque, en
cada intervalo de tiempo, existe una probabilidad positiva de que el precio de la accion salte
bruscamente de un nivel S; a S,% usualmente, en respuesta a algun tipo de anuncio¥a. Uno
de los primeros giemplos de tales modelos encontrados en la literatura es el de Merton
(1976). Bajo & supuesto de que € precio de la accion es lognormal y estd sujeto a
descontinuidades que siguen un proceso Poisson, € autor demuestra que € precio de una

call europea esta dado por:

| (1+K)(T-t) _ i
CS K LT=8 & ra+io- o] C,,

j=0 J

(27)

donde | eslatasa ala cua ocurren los saltos, k es € tamano del salto medido como un

aumento proporcional en el precio de laacciony C; es el precio de una call europea dado

por la formula de Black-Scholes, donde la volatilidad es JSZ +jd*/(T-t) y latasa de
interés esun 1 donde T =r - | k+[j Ln(1+ K)]/(T-t)¥r es la tasa libre de riesgo, s es la
volatilidad instantanea del retorno del precio de laaccion y d? es un pardmetro asociado con

la distribucion del salto¥s. Si | =k=d?=0, estamos de vuelta en e modelo de Black-Scholes.
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Figura 1.-Simulacién de un Proceso Wiener con Descontinuidades

1T L ]

La Figura 1 muestra la senda de un proceso Wiener que sufre descontinuidades de
acuerdo a un proceso Poisson (en la figura, “mixed process’), generada por € programa
“XploRe"’. Una desventaja de trabajar con modelos que suponen esta clase de dindmica
para € precio del activo subyacente¥sa parte de su complegjidad matemética—radica en
gue, s los satos son simétricos hacia arriba y abajo, éstos son dificiles de distinguir de
cambios en la volatilidad del precio del activo subyacente. Trabajos posteriores a de
Merton en esta area son los de Jarrow y Rudd (1982) y Naik y Lee (1990), entre otros.

Y LaAparicion de Opciones No Tradicionales: Las Llamadas Opciones Exdticas

Las opciones exdticas son todas aquellas opciones no tradicionales, es decir,
aguellas que tienen funciones de pagos mas complegjas que las de las opciones europeas y

americanas estandar (Geske, 1979; Kemnay Vorst, 1990; Rubinstein, 1991; Hull y White,

" Paquete estadistico orientado a mangjo matricia y a uso de gréficos interactivos. Una version beta puede
obtenerse del sitio http//www.xplore-stat.de.
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1992). La mayoria de las opciones exdticas se transa fuera de los mercados financieros
establecidos y es disefiada por instituciones financieras para satisfacer requerimientos
especiales de sus clientes. La ventgja de estas opciones es que suelen ser mas baratas que
aquellas transadas en la bolsa. Entre las opciones exdéticas més conocidas se cuentan los
paguetes, las opciones digitales o binarias, las opciones cuyo precio depende de la
trayectoria del precio del activo subyacente¥slookback, asiéticas, barrera—y opciones
sobre opciones u opciones compuestas.

L os paquetes son portafolios compuestos por calls europeas estandar, puts europeas
estandar, contratos forward, dinero y € activo subyacente. Ejemplos son los spreads bull,
bear y butterfly y los straddles (ver Hull, op cit., o Fernandez, P., 1996). Las opciones
binarias o digitales, en tanto, son opciones con funciones de pago discontinuas. Un tipo de
opcion digital eslaopcidn pulso. Una put pulso europea, por € emplo, paga a momento del
vencimiento un monto $D s S(T) £K—donde K es @ precio de gjercicio de laopcién, S es
el precio del activo subyacente y T es la fecha de vencimiento de la opcién—y $0 s
S(T)>K.

Las opciones lookback son aguellas cuyo valor depende de la cotizacion méxima o
minima alcanzada por el activo subyacente durante la vida de la opcion. Las opciones
asiaticas, por su parte, son aquellas cuyo valor depende del precio promedio del activo
subyacente observado durante la vida de la opcién o parte de ella. Las opciones barrera, en
tanto, son aquellas cuyo valor depende de s € precio del activo subyacente alcanza un
cierto nivel durante un periodo de tiempo dado.

L as opciones compuestas son opciones sobre opciones. Se caracterizan, ademas, por

tener dos precios de gjercicio y dos fechas de expiracién. Ejemplos son una call sobre una
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call, una put sobre una call (o una call sobre una put), y las opciones “ as-you-like-it” (o
“chooser option™ ). Estas Ultimas permiten que, después de transcurrido un cierto periodo de
tiempo, €l duefio de la opcion pueda decidir si ésta es una call o una put.

En muchas oportunidades no es posible obtener férmulas anditicas para la
valoracién de opciones. Un claro giemplo lo constituyen las opciones americanas. Si bien
Roll (1977), Geske (1979) y Whaley (1981) encontraron una férmula analitica para €
precio de una call americana en una accién que paga dividendos y que sigue un proceso
lognormal, se ha demostrado que ello no es posible para el precio de una put americana. Por
otra parte, en € caso de algunas opciones exéticas, es posible obtener soluciones analiticas
solo bajo los supuestos del modelo de Black-Scholes.

Debido a estas dificultades, se han desarrollado métodos numéricos para valorar
opciones. Uno de los mas simples 'y populares es e método del arbol binomial (ver seccion
I1). Este es particularmente Util para valorar opciones americanas en activos que pagan
dividendos y opciones cuyo precio depende de la trayectoria del precio del activo
subyacente—por ejemplo, asiaticas, lookback y de barrera¥s. Sin embargo, a fin obtener
una buena aproximacion del precio de la opcién, es necesario construir un arbol con
muchos nodos. Ello puede ser, en ciertos casos, computacionalmente imposible o
extremadamente lento. Métodos aternativos son las simulaciones de Monte Carlo y los
métodos numeéricos de resolucion de ecuaciones diferenciales, tales como el de diferencias
finitasy & de Crank-Nicholson (ver Wilmott, Howison y Dewynne, 1995).

Investigacion reciente en e area ha demostrado que los métodos de cuasi Monte
Carlo (por ggemplo, Halton, Sobol, Faure y redes (t, m, s)) para la ssmulacién de precios de

opciones pueden ser superiores a los métodos clasicos de Monte Carlo, en términos de
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velocidad de convergencia y exactitud (ver, por gemplo, Li, 1999; Acworth, Broadie y
Glasserman, 1996)%. En particular, Li, op. cit, introduce e uso de redes (t, m, s) para la
aproximacion de integrales multidimensionales en la valoracion de opciones y otros
instrumentos’. La autora concluye que dichas redes pueden ser superiores a otros métodos
de cuasi Monte Carlo, tales como el de Sobol y Faure™, para ciertas aplicaciones.
\% Otras Aplicaciones. Valoracion de Warrants e Instrumentos de Renta Fija y
Opciones Reales

Instrumentos financieros tales como warrants, bonos rescatables (callable bonds) y
bonos convertibles (convertible bonds) pueden ser catalogados como opciones. En
particular, un warrant equivale a una call emitida por una firma con la diferencia de que, s
es gercida, se emiten nuevas acciones. La mayoria de los bonos corporativos de mercados
financieros desarrollados son rescatables. Es decir, €l emisor puede recomprarlos a un
precio preespecificado. Esta opcién de compra puede ser gjercida usualmente solo después
de un periodo de “proteccion de rescate”. En el caso de un bono convertible, su duefio
puede decidir si convertirlo a acciones a una razon predeterminada (ver Figlewski et al.,
1990).

Un érea que harecibido mucha atencion en la literatura es el desarrollo y estimacion
de model os de estructura de tasas de interés, cuya finalidad es la valoracion de instrumentos

de renta fija En efecto, en € campo tedrico se han desarrollado numerosos modelos en

8 Los métodos estandar de Monte Carlo utilizan pseudo secuencias aleatorias cuya velocidad de convergencia
es O(N?) para N trayectorias. Un método de simulacion de cuasi Monte Carlo que utilice secuencias
deterministicas mas uniformemente distribuidas puede proporcionar velocidades de convergencia mayores,
tales como O(N™) y O(N ~?).

® Unared (t, m, ) en base b es un conjunto que comprende b™ puntos en [0, 1)°, tal que cada intervao
elemental E en base b de volumen 1/b™ contiene exactamente b' puntos. Por jemplo, lared (0, 2, 2) en base
3 contiene b™=3?=9 puntos y cada intervalo elemental de volumen 1/b™'=1/9 contiene b'=1 punto (ver Li,
1999).

19 Estos son casos especiales de |as |lamadas secuencias (t, s) en base b (ver Acworth et al., op. Git).
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tiempo continuo, particularmente para la tasa corta (“instantanea’), a partir de los cuales se ha
podido inferir diversas formas funcionales que describen la estructura temporal de tasas. Estos
pueden dividirse en modelos de equilibrio y modelos de no-arbitrge. En los modelos de
equilibrio, la estructura de tasas de interés es un producto del modelo, mientras que en los
model os de no-arbitragje es un insumo.

Los modelos de equilibrio usualmente parten de un conjunto de supuestos sobre las
variables econdmicas y obtienen la dindmica para la tasa de interés de corto plazo libre de
riesgo, r. Una clase de modelos de equilibrio que ha sido ampliamente utilizada en la literatura
empirica es la de los modelos de un factor. Ejemplos clasicos son Vasicek (1977) y Cox,
Ingersoll y Ross (1985) (ver Chan, Karolyi, Longstaff y Sanders, 1992, para una
generalizacion de éstos). Estos modelos asumen que la tasa de interés sigue un proceso
estocéstico en @ cua sus pardmetros de tendencia y de volatilidad son una funcion de si
misma pero son independientes del tiempo. Para una aplicacion del modelo de Chan et al. para
Chile, ver Parisi (1998).

La literatura mas reciente ha considerado modelos de dos factores en los cuales se
asume gue tanto la tasa de interés como su volatilidad siguen procesos estocasticos distintos
pero correlacionados (ver, por gemplo, Longstaff y Schwartz, 1992). Ello ha posibilitado no
solo captar un mayor nimero de las propiedades empiricas de la estructura de tasas, sino,
ademas, valorizar de manera mas exacta aquellos activos cuyo precio es contingente a valor
de la tasa de interés (contingent claims). Trabajos posteriores han considerado un mayor
nimero de factores (ver Gong y Remolona, 1997, para un modelo de tres factores que utiliza
e filtro de Kdman).

Una critica que se ha hecho a los modelos paramétricos es que consideran formas

funcionales arbitrarias para describir la evolucion de las tasas de interés a través del tiempo.
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Al t-Sahdlia (1996b) demuestra que todos los modelos paramétricos de un factor existentes
pueden ser rechazados estadisticamente. Para superar estafalencia, A t-Sahalia (1996a, 1996h)
utiliza estimacion semi paramétrica para inferir qué especificacion paramétrica podria
describir @ verdadero proceso estocastico de latasa de interés.

Otro articulo en la misma linea es Stanton (1997), quien opta por un enfoque libre de
toda parametrizacion. Esto es, € autor no impone restricciones sobre las formas funcionaes
del parametro de tendencia 'y de volatilidad de la tasa de interés en € contexto de un modelo
de un factor. Mas recientemente, Jiang (1998) ha realizado una comparacion de métodos semi
paramétricos y no paramétricos para modelar la tendencia y la volatilidad de la tasa corta,
también bgjo @ contexto de un modelo de un factor. Para una aplicacion de la metodologia de
Stanton y Jiang para Chile, ver Fernandez, V. (1999b).

La otra corriente utilizada para modelar la tasa corta es aquélla de los modelos de
no-arbitrge. Estos modelos han cobrado popularidad entre profesionales abocados a la
valorizacion de derivados en tasas de interés. La dindmica de la tasa corta también es
concebida en términos continuos pero, a fin de replicar en forma exacta la estructura de
tasas vigente, se permite que algunos de los parametros del modelo sean una funcion del
tiempo. Dado que la dependencia temporal estipulada es usualmente arbitraria, estos
modelos a menudo conducen a un comportamiento de las tasas de interés futuras que esta
refiido con la realidad. Ejemplos de esta clase de modelo son Ho y Lee (1986) y Heath,

Jarrow y Morton (1992)*.

1 Una desventgja del modelo de Heath et al. para tasas forward es que es no markoviano. Es decir, para
conocer € comportamiento de la tasa de interés para un periodo corto de tiempo en el futuro, necesitamos no
solo conocer e valor de ésta al comienzo del periodo sino que también su trayectoria hasta llegar a dicho
punto. En contraste, e modelo de Ho y Lee es un modelo markoviano que es fécilmente tratable
analiticamente. Ello lo hecho popular entre los llamados practitioners (ver por ggemplo, Tuckman, 1995).



23

Otra area en la cua la teoria de opciones ha cobrado gran relevancia en € Ultimo
tiempo es en la evaluacion de proyectos de inversion, tales como la explotacion de una
mina o0 pozo petrolifero, contratos de arriendo, € disefio de un nuevo producto y la
inversion en investigacion y desarrollo (ver Trigeorgis, 1996)—opciones reales¥s. Se ha
demostrado que la evaluacion de proyectos que involucran algun grado de flexibilidad
futura no puede llevarse a cabo con las técnicas tradicionales del valor presente neto o tasa
interna de retorno. En verdad, tales méodos pueden dictar decisiones incorrectas con
respecto a momento éptimo de invertir. Debido a la relevancia de esta &rea para e disefio

de politica, nos centraremos en ella en |o que resta de este articulo.

5.1 UnaNueva Metodologia para la Evaluacion de Proyectos: Opciones Reales

La evaluacion de proyectos que involucran algin grado de flexibilidad
futura¥s opciones reales¥a no puede llevarse a cabo con las técnicas tradicionales del valor
presente neto o tasa interna de retorno. En verdad, tales métodos pueden llevarnos a tomar
decisiones incorrectas con respecto a momento Optimo de invertir en un determinado
proyecto. Como sabemos, la regla tradicional del Valor Presente Neto (VPN) establece que
debemos llevar a cabo un proyecto s € valor presente neto de los flujos de cgja generados
por éste es mayor que cero. Esta regla es Optima cuando la oportunidad de inversiéon es del
tipo “ahora o nunca’, o cuando € proyecto de inversion es completamente reversible.

Sin embargo, en la realidad pocas inversiones son del tipo “ahora o0 nunca’. Los
inversionistas no solo tienen & derecho a decidir si invertir o no, sino que también tienen €
derecho a decidir cuando invertir en un nuevo proyecto. El segundo derecho es una opcion

aretrasar la inversion. Esta es una opcion real a diferencia de una financiera (americana).
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Sin embargo, ambas tienen varios elementos en comun (Tabla 1). Por otra parte, pocas
inversiones son completamente reversibles. La puesta en marcha de un nuevo proyecto

involucra costos hundidos, los cuales no son recuperados si € proyecto es abandonado.

Tabla 1 Comparaciéon de una Opcion Americanay una Opcién de Inversion en una Planta

Opcién Americana Opcidn de Inversion
Activo subyacente Accion Vaor delaplanta
Precio de gjercicio K Costo de construir la planta
Fuente de incertidumbre Precio de laaccién, S(t) Vaor delaplanta
Ganancia de esperar - Derecho ano gercer - Derecho ano invertir
- Postergar €l costo de K - Postergar € costo de la planta
Pérdida de esperar Dividendo Pérdida de no producir
Valor delaopcidn gercida S(t)-K VPN
Valor delaopcién sin gercer C(t) Valor de la opcidn de invertir

Laregla del valor presente neto, no obstante, también se aplica a la vaoracion de
opciones reales s nos damos cuenta que e VPN de una opciédn real es el VPN de llevar a
cabo € proyecto menos € costo de oportunidad de la pérdida asociada con eercer la
opcion. La regla tradicional del valor presente para proyectos mutuamente excluyentes
establece que deberiamos adoptar € proyecto més valioso. En € contexto de opciones
reales, enfrentamos un continuo de proyectos porque siempre podemos retrasar la fecha de
la puesta en marcha. Lareglatradiciona del VPN nos diria, entonces, que sel eccionasemos
aguella fecha de puesta en marcha que maximice € valor del proyecto. Esto es
precisamente de lo que trata la teoria de opciones reales.

Para ilustrar estas ideas, veremos dos gemplos. la determinacion del momento
Optimo de destinar un pedazo de tierra de uso agricola a fines urbanos (Sick ,1995): opcion
americana perpetua, y €l momento optimo de desarrollar un pozo petrolifero (Siegel, Smith
y Paddock, 1987; Paddock, Siegd y Smith, 1988): opcién americana con una fecha de

vencimiento establecida.
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Para €llo, partimos de los siguientes supuestos generales. El precio de un activo
subyacente, P, sigue € siguiente proceso de difusion:

dP.=a(P, t)dt + s(P, t) dW,, (28)
donde a es & crecimiento esperado en pesos por unidad de tiempo del precio del activo
subyacente, P;; s es la desviacion esténdar anualizada del retorno del activo subyacente; y,
dW; es el incremento de un proceso Wiener estandar.

Suponemos, ademas, que d(P;, t) representa una tasa de dividendo instantanea que
recibe e duefio ddl activo subyacente. Después de suprimir subindices, la tasa de retorno
esperada puede expresarse como la suma de ganancia de capital y del dividendo:

E[dP+d(P, t)dt]= [a(P, t) + d(P, 1)] dt. (29)

Consideremos ahora un derivado sobre el activo subyacente. Sea f(P, t) €l precio de
una opcion real. Esta da, por gemplo, € derecho a adquirir, intercambiar o abandonar un
determinado activo bajo ciertas condiciones preestabl ecidas. Definamos D(t) como una tasa
de dividendo instantanea que recibe el duefio de la opcion. Por gjemplo, D(t) es € ingreso
neto que genera una propiedad que debe ser intercambiada por € activo subyacente una vez
gue se gerce la opcion.

Asumiendo que la primera'y segunda derivada de la funcién f(P, t) existen, € lema

de Ito permite encontrar |a dinamica que describe la evolucién del precio del derivado:

df=f,dP + fdt + ; s?(P, dt)fpat

=f, a(P, t)dt + f, s (P, t)dW+ dt + ;SZ(P, dt) fop cit. (30)

El retorno esperado en pesos (ganancias de capital més dividendos) de la opcidn por

unidad de tiempo es.
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[fo a(P, t) +f+ ;SZ(P, dt)fpe+D(1)] . (31)

Si formamos un portafolio libre de riesgo con dos derivados sobre € activo
subyacente, podemos obtener la llamada “ecuacion parcia fundamental para la valoracion

de opciones’:

;SZ(P, dt) fop+ o+, [r P- d(P, )] + D(t) =1 f. (32)

5.1.1 Un Ejemplo de una Opcién Americana Perpetua: DistintosUsosdela Tierra

Consideremos € gemplo en Sick (1995) de una opcidn perpetua para convertir un
ingreso de $D por afio generado por un pedazo de tierra dedicado a los cultivos agricolas en
un terreno de uso urbano con un valor incierto de $P, pagando un costo fijo de desarrollo de
$K. De lo anterior, es claro que estamos en presencia de una opcién americana con precio
de giercicio $K que paga un dividendo de $D a su duefio, y donde € activo subyacente esla
tierra de uso urbano. Un elemento clave es determinar el momento 6ptimo de gjercicio de la
opcion americana.

Supongamos que la desviacion estandar del precio del activo subyacente, s(P, t), es
igual a soP por afo. El activo subyacente entrega un dividendo igua a la renta anual
generada por la tierra urbana. Este se asume igua a d(P, t)= doP por afio. Bgo estos

supuestos la ecuacion (32) viene dada por:
; so°(P, dt) fop+ T+, [r -dg] P+ D=rf. (33)

El valor delaopcion a momento de gjercicio es:
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f(P', t) = max %l[r),P* - K%‘, (34)

donde P’ denota el precio del activo subyacente d momento de ejercicio de la opcién. La
ecuacion (34) es una condicidn de borde para resolver la ecuacion diferencial (33). Dicha
condicion establece que si la opcidn no es gercida, se recibe una perpetuidad de $D con
valor presente de D/r. Por otra parte, si la opcién es gercida, se obtiene un valor neto de
conversién de P -K. El poseedor de la opcién escoge € méximo de estos dos valores.

En este caso existen dos variables de estado: € tiempo y € precio del activo
subyacente. Sin embargo, dado que la opcion es perpetuay que € dividendo, D, y €l precio
de gercicio, K, no son funcion del tiempo, la decision de gercicio no depende del tiempo.
Bajo estas condiciones, existe una solucién tnica paraP'.

Por €llo, f=0y laexpresién (33) se reduce a:

; so’(P, dt) fop+ o [r -dg] P+ D=rf, (35)

la cua es una ecuacion diferencia ordinaria de segundo orden. La solucion genera a la
ecuacion (35) esta dada por (ver, por giemplo, Dixit y Pindyck, 1994):

f(P)=C,P* +C, P'2 + [r), (36)

donde f(P)= C;P'* + C, P'2 esla solucién a la ecuacion homogénea, y f(P)=D/r es una

solucion particular. Utilizando la metodologia para resolver este tipo de ecuaciones, se

obtiene que:
2
1 -r A -ro  2r
|112:—+d02 + +d°2 Tt (37)
2 s 2 S5 g S,

dondel ; espositivay | ;2 es negativa.
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Para determinar las constante C; y C,, se hace uso de las condiciones de borde.
Primero, dado que la opcién puede ser gercida en cualquier momento, su valor tiene un
piso. En particular, f(P) 3 D/r¥%el vaor presente de la perpetuidad generada por la tierra
agricola¥s . Por otra parte, la opcién no puede valer mas que € valor del activo en € cual
puede ser convertidadstierra para uso urbano¥sy el vaor presente de la perpetuidad
generada por la tierra destinada a uso agricola. Dado que P2 diverge cuando P® O,
entonces C,=0.

Por otra parte, es razonable esperar que f(.) sea creciente en P. Por o tanto, C;>0. El
duefio de la opcion la eercera sdlo s las ganancias de tal accion, P-K, superan la
perpetuidad obtenida a destinar la tierra a fines agricolas, D/r. Es decir, P-K-D/r 3 0. De
(34) obtenemos la siguiente condicién de borde:

f(P)=P -K. (38)

Utilizando (34), (36) y la condicién C,=0, se obtiene:

D¢

Ci=(P)" &P -K-—2 (39)
e rg

Dado que C,=0, e maximo global de f puede ser encontrado al maximizar C; con

respecto a P'. Haciendo YC./fIP =0 en (39), se determina un Unico valor paraP':

p=_l2 8?<+99 (40)
l,-1é& rg
La solucion paraf(P), por lo tanto, esta dada por:
. ..lz
f(P) = 1 8% L Do=EP o +E, (41)

,-1le r geP g r

donde P esta dado por (40).
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En la Figura 2, las curvas con linea punteada representan € vaor de la opcion,
f(P)¥% esto es, soluciones a la ecuacion diferencial (35)%: . El precio 6ptimo de gjercicio, P,
viene dado por €l punto de tangencia de la funcion f(P) con la frontera de pago, max(D/r, P-
K)%¥condicion de borde (34)%. El precio P, se encuentra en la frontera de pago, sin
embargo, es un subdptimo porque es posible aumentar el valor de la opcién escogiendo P'.
La curva denominada “no alcanzable” representa una solucién de la ecuacion diferencial
(35) que no satisface la condicion de borde (34).

La condicion de tangencia descrita arriba se denomina condicién de smooth-pasting.
Ella establece que en el dptimo o punto de gjercicio, P, el valor de la opcién es tangente a

la frontera¥s en este caso, max(D/r, P-K)Y2+¥a:

fo(P, t)= .”(I:]PK) . (42)
Es decir,
fo(P', t)=1. (43)

Gréficamente,
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Figura 2 Determinacion del Precio de Ejercicio Optimo

A fP
No

Valor de laOpcion
p /y acanzable

Subdéptimo

DI/r

max(D/r, P-K),
frontera de pago

>

P

Activo subyacente

S € dividendo asociado con la propiedad de la opcién, D, es cero, entonces la
ecuacion (41) se reduce a precio de una opcién de compra perpetua sobre un activo
subyacente cuyo precio sigue una dindmica lognormal’® Esta observacion permite
interpretar la opcion de convertir la tierra de uso agricola a uso urbano como un portafolio
de dos activos. i) una opcion a intercambiar la tierra agricola por tierra urbana con un
precio de gercicio de K+D/r, y ii) un pedazo de tierra no convertible con un valor de D/r.
5.1.2 Decisionesde Desarrollar un Pozo Petrolifero: Una Opcion Americana con una
Fecha de Vencimiento Especifica

En esta seccién estudiaremos un modelo de inversion en reservas petroliferas

desarrollado por Siegel, Smith y Paddock (1987) y Paddock, Siegel y Smith (1988).

12 Otro gjemplo de una oportunidad de inversién que se asemeja a una opcidn de compra americana perpetua
es aquel analizado por McDonald y Siegel (1986). En particular, ellos consideran el problema de encontrar e



31

Veremos que, a ignorar la flexibilidad con que cuenta el duefio de la reserva, esto es, €
valor de la opcion de dicho recurso, laregladel Valor Presente Neto (VPN) puede conducir
aunavaloracion erronea del recurso en cuestion. La Tabla 2% similar en espiritu ala Tabla

134 ilustrala analogia entre una call americanay una reserva petrolifera.

Tabla 2 Analogia entre una Opcién de Compra Americanay una Reserva Petrolifera sin
Desarrollar
Opcidn de Compra Americana Reservas sin Desarrollar

Precio de laaccion Valor de las reservas desarrolladas
Precio de gjercicio Costo de desarrollo

Tiempo restante parala expiracion Expiracion del derecho de desarrollar

Volatilidad del precio delaaccién Volatilidad del valor de las reservas desarrolladas

Dividendo delaaccion Ingreso neto de produccion de las reservas desarrolladas

menos desgaste del recurso

Fuente: Paddock, Siegel y Smith (1988).

La valoracién y explotacion de un pozo petrolifero es un problema de inversion de
multiples etapas. La primera de €lla involucra la exploracién, etapa cuyo objetivo es
determinar cuanto petréleo existe y cua es e costo de extraerlo. La segunda etapa—aque
toma lugar solo s la primera ha sido exitosa—involucra la etapa de desarrollo. Esto es, la
instalacion de plataformas y pozos de produccion necesarios para extraer e recurso. La
ultima etapa corresponde a la extraccion del petréleo en algun horizonte de tiempo.

Dado que la etapa de desarrollo involucra el gasto de capital mas cuantioso de este
proceso de inversion, es aqui donde e valor de la opcidn es el mas importante. Es por ello
gue €l modelo de Paddock, Siegd y Smith se centra en la valoracién de las reservas sin
desarrollar y en la decision de cuando desarrollar. A diferencia del g emplo anterior, esta no
€S una opcion americana perpetua porque los derechos de desarrollo generalmente caducan

en algin momento del tiempo.

momento Optimo de pagar un costo hundido, I, a cambio de un proyecto con valor V, donde V sigue un
proceso browniano geométrico¥s esto es, una dinamica lognormal ¥ .
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Paddock et al. parten por caracterizar el valor de una reserva ya desarrollada. El
nimero de barriles de petréleo en la reserva esta dado por B: y V: es € valor por barril dela
reserva ya desarrollada. El retorno instanténeo, R;, para € duefio de la reserva tiene dos
componentes: € flujo de ganancias asociado a la produccién y la ganancia de capital del
petréleo remanente. A manera de aproximacion, se asume que la produccién de un pozo en
explotacion decae en forma exponencial:

dB, = wBdt, (44)
donde w es la fraccién de petrdleo producido cada afio. Por €llo, € retorno R; puede
escribirse como:

Ridt = wB:P dt + d(BVY), (45)
donde P es la utilidad después de impuestos de producir y vender un barril de petroleo.

Se asume que la tasa de retorno de la reserva en explotacion sigue un proceso
browniano:

R it
B,V

tot

=mdt+s,dz , (46)

donde m, es la tasa de retorno gustada por riesgo exigida en un mercado de capitales
competitivo. De las ecuaciones (45) y (46) se puede obtener la dindmica que sigue V, €
valor por barril de lareserva bajo explotacion:

dvV=(m-d)Vdt+s,Vdz (47)
donde d; representa la tasa de ingreso por unidad de producir la reserva desarrollada, neta
del desgaste del recurso (depletion), y esté dada por:

dt =W (Pt - Vt)/Vt (48)
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Dado que € costo de produccion es pequefio—la mayor parte del costo de
produccion es costo hundido de desarrollo—y dado que € petréleo solo puede ser extraido
lentamente—tipicamente, w es alrededor de 10 por ciento por afio¥s, P > V.. Ello implica
gue d>0y, por tanto, unavez que lareserva ha sido desarrollada, sempre se produce.

Unavez que se ha caracterizado la dinamica del valor de un pozo ya desarrollado, se
procede a determinar €l valor de una reserva sin desarrollar, asi como € momento 6ptimo
para su desarrollo. Sea F(V, t) € valor de un barril de la reserva sin desarrollar. En virtud
de (30) y (47), F(V, t) satisface la siguiente ecuacion diferencial parcial:

;snz VZRw+[r-d Fy -rF=-F. (49)

Dado que la opcion de desarrollar la reserva expira en T, su valor depende de la

fecha corriente, t. La ecuacion (49) debe ser resuelta sujeta a un conjunto de condiciones de

borde:
F(0, t) = 0, (50)
F(V, t) = max [V, -D, 0], (51)
FV', )=V -D, (52)
RV, 1) =1, (53)

donde D es € costo por barril de desarrollar |a reserva—esto es, €l precio de gercicio de la
opcion¥a. La condicion (51) establece que la opcion sdlo serd gercidaen T s € valor
marginal por barril desarrollado es superior a su costo marginal.

Dado que la ecuacion (49) contiene e término F, ésta no puede ser resuelta
analiticamente. Sin embargo, es posible encontrar una solucién numérica mediante €l
método de diferencias finitas. La Figura 3 y la Tabla 3 presentan soluciones obtenidas por

Siegel, Smith y Paddock (1987) para d=0,04 y unatasa libre de riesgo neta de impuestos, r,



de 0,0125 y distintos valores de s,. Se estima que un rango razonable para este Ultimo
pardmetro se ubicaentre 0,15y 0,25 .

La Figura 3 ilustra el valor critico V'/D como una funcién del nimero de afios
restantes para la expiracion de la opcién de desarrollo para distintos vaores de la
volatilidad del valor del barril de la reserva ya desarrollada. Por la condicién de borde (51),
a momento de la expiracion de laopcion, T, larazén critica, V'/D, esigual a 1. Es decir, o
gue dictaria la regla del valor presente neto. Sin embargo, esta razén aumenta a 2 6 méas
cuando la empresa puede esperar algunos anos antes de iniciar € proceso de desarrollo.
Como se ve en la Figura 3, la razon critica no es demasiado sensible a nimero restante de
anos para la expiracion de la opcion cuando éste es mayor a 1 6 2 afos. Por o tanto, una
simplificacion razonable es ignorar la fecha de vencimiento del derecho de desarrollo y
tratar este caso como una opcién americana perpetua. Bajo tal simplificacion, €l término
desaparece de la ecuacién diferencial (49) y, por tanto, es posible encontrar una solucion
analitica como en e gemplo de la seccién anterior. En particular, la solucion en dicho caso
viene dada por:

F(V) = AV®, (54)

donde

V = D, A= — = ,b= =+
b-1 VAl b° DP? 2 s?

. b V-D_(-n" 1 d-r ag+d-r92 or
2 P

3 Este rango de valores ha sido obtenido en base a cifras histéricas para un periodo de treinta afios y
prondsticos hechos por laindustria.
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Figura3 Valor Critico para el Desarrollo dela Reserva Petrolifera
(d=0,04y r=0,0125)
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La Tabla 3 muestra e valor de la reserva sin desarrollar¥a el valor de la opcion de
desarrollo—por ddlar de costo de desarrollo para s,=0,142 y 0,25%. Cuando V/D<1, no
desarrollamos la reserva petrolifera porque el valor de la reserva desarrollada es inferior a
costo de desarrollo. Esto es, la opcion esta out-of-the-money. A la misma conclusion
llegariamos s aplicdsemos la regla del VPN. S V/D>1—Ila opcion esta in-the-money3sla
regladel VPN nos diria que debemos desarrollar lareserva. Sin embargo, tal decision no es
la correcta, a menos que V/D sea sustanciadmente mayor a 1. Como se ve en la Figura 3,
para valores de V/D mayores que 2, postergar la inversion no reporta ganancias

significativas.
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Tabla 3 Valoresdela Opcion por US$1 de Costo de Desarrollo, F(V, t)/D

$,=0,142 $n=0,25

V/ID T=5 T=10 T=15 T=5 T=10

0,80 0,01810 0,02812 0,03309 0,07394 0,10392
0,85 0,02761 0,03894 0,04430 0,09174 0,12305
0,90 0,04024 0,05245 0,05803 0,11169 0,14390
0,95 0,05643 0,06899 0,07458 0,13380 0,16646
1,00 0,07661 0,08890 0,09431 0,15804 0,19071
1,05 0,10116 0,11253 0,11754 0,18438 0,21664
1,10 0,13042 0,14025 0,14464 0,21278 0,24424
1,15 0,16472 0,17242 0,17599 0,24321 0,27349

Fuente: Siegel, Smith y Paddock (1987).

La Tabla 3 muestra, ademés, la razon F(V, t)/D para diferentes valores de V/D.
Cuando V/D=1, s,=0,142 y T=15, por ejemplo, & valor de la opcidn es aproximadamente
9,4 centavos de dolar de costo de desarrollo. A fin de ilustrar € uso de estos resultados,
Siegel, Smith y Paddock (1987) consideran una reserva sin desarrollar que, de ser
desarrollada, podria producir 100 millones de barriles de petréleo. El plazo para desarrollar
dicha reserva es de 10 afos. Se asume que € valor de la reserva desarrollada es de US$12
por barril, d¥%la tasa de ingreso por unidad de producir la reserva desarrollada neta del
desgaste del recurso¥s es de 4 por ciento, el desarrollo de lareservallevatres afiosy que €
valor presente del costo de desarrollo es de US$11,79 por barril.

Para calcular €l valor presente de la reserva desarrollada, V', se hace uso de que la
tasa de descuento apropiada es d=0,04=m(md). Dado que llevatres afos € desarrollo de la
reserva, V'=¢*" x US$12=US$10,64. De lo anterior, V'/ D=US$10,64/US$11,79=0,9.
Dado que esta razon es menor que 1, la opcién esta out-of-the-money. Suponiendo
$p=0,142 y en base a la Tabla 3, vemos que € vaor de la opcion por dilar de costo de
desarrollo es de 0,05245 (T=10 afios). El costo total de desarrollo es de US$1.179 millones.

Por lo tanto, €l valor de la reserva sin desarrollar es de 0,05245 x US$1.179
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millones=US$61,84 millones. En consecuencia, vemos que, aunque actualmente no sea
rentable desarrollar la reserva petrolifera, ésta vale aproximadamente US$62 millones
debido a su valor de opcion. Dicho valor aumentaria alin més s el mercado percibiera un
incremento en la volatilidad del precio del petrdleo. Por g emplo, s s, aumentara a 0,25, €l
valor de la reserva sin desarrollar aumentaria a 0,1439 x US$1.179 millones=US$169,66
millones.

Otra referencia clésica en € tema de evaluacion de proyectos de inversion en
recursos naturales mediante la teoria de opciones es €l trabgjo de Brennan y Schwartz
(1985). Asimismo, gemplos del uso del instrumental de opciones reales para determinar el
momento Optimo de explotacion de un bosgue son Clarke y Reed (1989), Reed y Clarke
(1990) y Reed (1993). Trigeorgis (1996) presenta un completo tratamiento del area de
opciones reales.

Un &ea interesante para investigacion futura es la aplicacion de la teoria de
opciones reales a los procesos de concesiones privadas o privatizaciones de empresas de
servicio publico, particularmente en Latinoamérica. Existe una vasta literatura en el campo
de la organizacion industrial que trata con el tema de las licitaciones (por gjemplo, McAfee,
1998; McAfee y McMillan, 1987). Un fendmeno ampliamente reportado es e de la
“maldiciéon” del ganador (the winner’s curse) (ver, por giemplo, Neeman y Orosel, 1999).
Esto es, es posible que se produzca una sobrevaloracion del bien o recurso a ser adjudicado
por parte del comprador que gana la licitacion. El uso de la teoria de opciones en lugar de

reglas de valoracion convencionales, tales como € VPN vy la tasa interna de retorno (TIR),
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podria eliminar dicho efecto. Ello, en todo caso, €s un punto que merece mayor
elaboracion™,
VI Comentarios Finales

Como hemos visto, € trabajo de Black y Scholes ha dado fruto a todo un campo de
investigacion en el &rea de finanzas , en e cua académicos como Merton, Rubinstein, Cox
y Hull han participado activamente. La alta complgiidad matematica requerida para €
desarrollo de estos modelos, no obstante, ha hecho que la gran mayoria de los
investigadores en esta &rea sean fisicos, mateméticos y estadisticos™. En la actuaidad, aiin
fuera del campo académico, la demanda por profesionales con una ata formacion
matematica es requerida por importantes bancas de inversion de Wall Sreet para trabagjar en
la confeccidn y valorizacion de instrumentos derivados.

En Chile aln no contamos con un mercado financiero formal en que se transen
derivados. Sin embargo, se anuncié hace unos meses atras que se esta trabajando en las
modificaciones al reglamento de la Superintendencia de Bancos e Instituciones Financieras
necesarias para la puesta en marcha de la cotizacion de derivados en el mercado financiero
local. En principio, las instituciones financieras podrian efectuar transacciones en futuros
de tasas de interés. Quizas no esté tan lgjano € momento en que la teoria de opciones
desarrollada en los Ultimos 25 afios trascienda € campo meramente académico y comience
a ser utilizada por profesionales chilenos activamente, no solo en el dmbito financiero sino

también en € area de la evaluacion de proyectos de inversion.

14 Agradezco a uno de los arbitros por sugerirme esta potencial extension.
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