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Resumen

Este trabajo presenta una versién integrada de los problemas de
Cutting Stock y Pricing aplicado en la problemética que enfrentan las
empresas agroindustriales que disponen diariamente de piezas enteras de
insumo que deben ser trozadas para obtener productos finales (problema
de Cutting Stock). A su vez, dada la naturaleza perecible de sus pro-
ductos, una correcta fijacién de precios, relacionada a las politicas de
inventario, resulta relevante para evitar la caducidad de los productos
finales (problema de Pricing). Para resolver el problema conjunto de tro-
zado y fijacién de precios, aqui definido como “Cutting Stock and Pricing
Problem”, se propone un enfoque de solucién basado en la formulacién
y resolucion de dos modelos de programacion entera no lineal. El prime-
ro considera variables de precio, produccion e inventario, siendo un caso
particular del problema de Lot—Sizing, mientras que el segundo considera
variables de produccion, inventario y precio, siendo un caso particular de
un problema de flujo en redes. Los resultados obtenidos muestran que el
primero de estos modelos tiene un mejor desempeno en tiempo de reso-
lucién en todas las instancias resueltas. También se observé, en todos los
casos, que el inventario de productos finales converge a cero a medida
que avanzan los periodos en el horizonte de evaluacion.

Palabras Clave: Cutting Stock, Pricing, Optimizacién, Productor
perecibles, Agroindustria.
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1. Introduccion

En una economia que cada dia requiere de productos mas competitivos,
ya no basta con que sélo los procesos productivos estén a la vanguardia del
desarrollo tecnologico. Ademas, se requiere que los procesos productivos deben
ser de alto estdndar para asi generar una reduccién en los costos operaciona-
les. De esta manera, es necesario que la planificacién que acompana a estos
procesos asegure el aprovechamiento maximo de las capacidades productivas,
la minimizacién de costos y las mermas asociadas a estos, manteniendo la
competitividad de las empresas en el mercado [32].

En el caso de las empresas agroindustriales, éstas deben tener un cuidado
especial en su planificacién ya que disponen diariamente de insumos que, por
la naturaleza del rubro, son perecibles (por ejemplo, vacunos o pollos). Lo
anterior impone una limitante sumamente importante a la ventana de tiempo
en que estos productos pueden ser procesados y posteriormente vendidos. Por
lo tanto, este tipo de empresas debe planificar muy bien sus rutinas de pro-
duccién y el manejo de la informacion con que cuentan, con el fin de mejorar
su rentabilidad [35]. En algunos casos, los insumos productivos de este tipo
de empresas corresponden a piezas enteras que deben ser trozadas de alguna
manera especifica para asi obtener productos finales. A modo de ejemplo, si se
troza una pieza de pollo entero de una manera particular, se pueden obtener
dos productos finales: una mitad de pollo y dos cuartos de pollo. A este tipo
de problema de produccién se le conoce como Cutting Stock Problem [4] y [17],
en él se busca determinar, para cada periodo, la cantidad de cada uno de los
productos finales a producir a través del proceso de corte o trozado de produc-
tos iniciales (insumos) y decidir cudnto almacenar de estos productos finales.
Los objetivos de este tipo de problemas apuntan a minimizar las pérdidas de
materia prima y los costos totales de produccién. Los principales modelos y
métodos para enfrentar el problema de Cutting Stock se discuten en [4] y [17].

Por otro lado, la naturaleza perecible de los productos que producen las
empresas agroindustriales, obliga a estas empresas a intentar vender sus pro-
ductos antes de que alcancen su fecha de expiraciéon (o de caducidad). Se
entiende que, pasada esa fecha, el producto pierde la totalidad de su valor lle-
gando, incluso, a producir un costo para las empresas al tener que deshacerse
de los productos que se han transformado en desperdicio. De este modo, una
politica adecuada de fijacién dinamica de precios, que actualice periddicamen-
te el precio de los productos finales en funcién de la cantidad de unidades en
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inventario y su fecha de expiracién, es una alternativa estudiada para generar
mayores ingresos y reducir las mermas por obsolescencia [25].

Fl estudio combinado de problemas de produccion, gestion de inventarios y
politicas dindmicas de fijacién de precios lleva ya mas de dos décadas de desa-
rrollo [10, 11]. Es bajo este contexto que surge la motivacién por enfrentar un
problema de produccion del tipo Cutting Stock, en el cual existe una relacion
directa entre los insumos y la produccién de los productos finales a través
del trozado de los primeros, en conjunto con la determinacion de politicas
dindamicas de precios. Lo anterior, considerando un horizonte de tiempo divi-
dido en periodos y bajo condiciones de perecibilidad de los productos finales.
Esto dltimo implica que se puede almacenar inventario de productos finales
de un periodo a otro, pero siempre y cuando no se haya alcanzado su fecha de
expiracion. Todas estas decisiones se toman buscando maximizar la utilidad
total que obtiene la empresa agroindustrial con respecto a una demanda que
depende de manera deterministica de los precios de los productor finales.

El documento se estructura de la siguiente manera. En la Seccién 2 se
presenta una revision bibliografica sobre el estado del arte sobre problemas de
Cutting Stock y Pricing, incluyendo también problemas de Lot Sizing. En la
Seccién 3 se provee una descripcién detallada del problema en estudio. En la
Seccidén 4 se describen modelos construidos para tomar las decisiones de troza-
do y precio. Ademés, se detallan los enfoques de solucién correspondientes. En
la Seccién 5 se resumen los principales resultados obtenidos sobre el desem-
peno de los dos modelos y provee un analisis de sensibilidad para el modelo
que mostré un mejor desempeno en su tiempo de resolucién. Por ultimo, en la
Seccidén 6 se presentan nuestras principales conclusiones y comentarios finales.

2. Revision Bibliografica

Los problemas de Cutting Stock y Lot Sizing surgen cuando existe una
presién econdmica para producir articulos anticipadamente con respecto al
periodo en el que seran demandados, y posiblemente vendidos, con el fin de
minimizar el desperdicio que se puede generar en su proceso productivo. Sin
embargo, los costos de almacenamiento asociados a la produccién anticipada
de articulos ejercen una presién en sentido opuesto que busca evitar tal anti-
cipacion. Cuando existe este trade—off asociado a la produccién anticipada de
articulos, y se cree que la aplicacién de determinados patrones de corte dis-
minuira el desperdicio resultante en el proceso productivo, a un mayor costo
de almacenamiento, entonces se estd frente a una problemaética que combina
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dos problemas de optimizacién combinatorial bien conocidos en la literatura
de planificacion de la produccién conocidos como problemas de Cutting Stock
y Lot Sizing [23].

Sobre el problema de Cutting Stock, Gilmore y Gomory [22] proveen una
de las primeras definiciones de este problema, formulando y presentando un
método de generaciéon de columnas para su resolucién. Desde entonces, su en-
foque metodolégico ha sido utilizado por muchos investigadores. Por ejemplo,
Kallrat et al. [28] y Giannelos et al. [21] describen cémo resolver problemas de
Cutting Stock en la industria productora de papel. A través de su trabajo, los
autores demuestran los beneficios que genera en la industria papelera el uso
de modelos matematicos para apoyar la toma de decisiones de produccion.
Cheng et al. [12], y mds recientemente Cherri et al. [13], proveen una muy
buena descripciéon del estado del arte para problemas de Cutting Stock.

Algunos modelos de Cutting Stock han sido construidos para enfrentar
problemas en la industria de la carne. En particular, Albornoz et al. [3] pre-
sentan un modelo aplicado a la industria del ganado. El modelo propuesto
por estos autores busca maximizar el beneficio de los productores de carne de
cerdo teniendo en cuenta decisiones de produccién, inventarios y la perecibi-
lidad de los diferentes productos finales. Mediante los resultados obtenidos,
los autores logran validar sus modelos y demostrar que para la industria de
la carne es relevante optimizar las decisiones de corte utilizadas en su proceso
productivo. En otro trabajo de este tipo, Whitaker y Cammell [40] presentan
un nuevo modelo de Cutting Stock aplicado a la industria de la carne en Nueva
Zelanda. En este trabajo, los autores formulan patrones de corte para distin-
tas partes del animal faenado, lo cual les permite reducir significativamente la
dimensionalidad del problema facilitando su resolucién.

Con respecto a los problemas de Lot Sizing, Amorim et al. [6] nos presentan
una revisién exhaustiva de los modelos de produccién y reposicion de productos
perecibles propuestos en la literatura principalmente en la iltima década. En
una primera instancia nos presentan diferentes definiciones de lo que se puede
considerar como un producto perecible, para luego mostrar una tabla com-
parativa de los diferentes modelos de produccién y planificaciéon propuestos.
Los mismos autores, en su trabajo [5], enfatizan la importancia de incorporar
modelos de Lot Sizing a la hora de planificar la produccién y distribucién de
productos perecibles, demostrando que permiten lograr una disminucién signi-
ficativa de los costos asociados. Por su parte, Fragkos et al. [20] proponen una
descomposicién temporal de los problemas de Lot Sizing con capacidad limi-
tada y tiempos de setup. Los autores también describen los beneficios de este
enfoque de solucion, tanto desde el punto de vista de los resultados obtenidos
como del uso eficiente de herramientas de resolucién modernas.
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Respecto a los enfoques de soluciéon para problemas de Lot Sizing, Levi
et al. [30] presentan un problema que considera multiples productos y ca-
pacidades limitadas de produccién e inventario. En su trabajo, los autores
demuestran que este problema es NP—completo y proponen un enfoque basa-
do en la solucién 6ptima de la relajacion lineal de la formulacién del problema.
Por su parte, Jiangtao et al. [27] consideran muiiltiples productos perecibles,
con una capacidad de almacenamiento limitada, y describen un enfoque de
solucién basado en un modelo de cantidad econdémica de pedido. En el mismo
contexto, Luo [31] describe el impacto que tienen las variaciones de precio en
este tipo de problemas y Chu et al. [15] resuelven el problema de Lot Sizing
para productos perecibles mediante una heuristica con resultados que no estan
lejos del 6ptimo. En otro estudio, Pahl y Vof8 [36] concluyen que el aumento
de los costos, los retrasos en las entregas, el empeoramiento de la calidad y la
insatisfaccion de los clientes son efectos negativos que pueden evitarse conta-
bilizando la depreciaciéon de los productos en el proceso productivo. En este
sentido, los autores destacan la importancia de incluir la perecibilidad de los
productos en las decisiones de planificaciéon. Para mayores detalles respecto al
estado del arte en problemas de Lot Sizing sugerimos revisar los trabajos de
Bushuev et al. [8] y Karimi et al. [29].

En la literatura también se encuentran diversos estudios sobre el problema
combinado de Cutting Stock y Lot Sizing. Por ejemplo, Gramani et al. [24]
resuelven el problema combinado considerando en su formulacién los costos
de produccion, inventario y setup, ademas de los costos por concepto de las
mermas de los cortes. Como enfoque de soluciéon, los autores proponen una
heuristica basada en relajaciéon lagrangiana, utilizando el método del subgra-
diente para resolver los duales lagrangianos. Por su parte, Wu et al. [41] propo-
nen un método de seleccidn progresiva para resolver este tipo de problemas. Los
autores muestran que los resultados obtenidos se acercan a los de la heuristica
lagrangiana de Gramani et al. y que a través de su enfoque de solucion se
obtiene un mejor desempeno que aquel obtenido mediante el uso de paquetes
comerciales de optimizacién. En el mismo sentido, Nonas y Thorstenson [24]
describen una aplicaciéon de los modelos de Lot Sizing y Cutting Stock en la
industria de placas de acero, y presentan diferentes algoritmos de resolucion
para este tipo de problemas. Melega et al. [34], por su parte, presentan una
formulacién general para el problema combinado proponiendo una integracion
a través de los periodos de decisién y entre los diferentes niveles de produccién.
Para mas referencias sobre este problema combinado de Cutting Stock y Lot
Sizing, sugerimos revisar el articulo publicado por Melega et al. [33], articulo
en el que proveen una clasificacion de la literatura existente sobre este tipo de
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Desde la perspectiva de los problemas de Pricing, Chew et al. [14] presen-
tan un modelo que permite determinar los precios 6ptimos para las diferentes
versiones de un producto perecible de tal forma de minimizar el canibalismo
entre ellas, ademds de sugerir la cantidad éptima de orden de nuevos produc-
tos. En la misma direccién, Abdollahpour et al. [2] presentan una revision de
diversos modelos de fijacion de precios orientados a la industria agroindustrial.
En su trabajo, los autores sugieren una estrategia para identificar el modelo
adecuado de pricing a utilizar dadas las caracteristicas de la empresa. Anjos et
al. [7] presentan una familia de funciones que permiten determinar una politica
de pricing. Los autores también demuestran que estas politicas permiten una
actualizacion de los precios dependiendo del comportamiento de los clientes,
mejorando asi el desempeno de los modelos existentes. En otros trabajos, Ca-
taldo y Ferrer [9] muestran céomo formular y resolver un modelo para apoyar
decisiones de precio combinadas con decisiones de composiciéon de productos
para empresas de televisién por cable. Por otro lado, Pérez et al. [37] mues-
tran como incluir en los modelos de fijacién de precios restricciones sobre la
disposicion a pagar de los consumidores. En dicho articulo, los autores aplican
su enfoque a la industria de telecomunicaciones.

Por tdltimo, en la literatura se encuentran algunos trabajos que abordan de
manera conjunta los problemas de Lot Sizing y Pricing. Por ejemplo, Abad et
al. [1] presentan una modificacién a los modelos que determinan la cantidad
econdémica de pedido, la cual considera que los productos son perecibles y
que se puede satisfacer demanda atrasada. Dye et al. [18] también presentan
un modelo de manejo de inventarios del tipo cantidad econémica de pedido,
el cual permite determinar el precio 6ptimo de venta permitiendo la opcién
de crédito inter—companias. En esta misma direccién, Sana et al. [38] y Feng
at al. [19] presentan modelos de manejo de inventario y fijacién de precios.
Particularmente, Feng et al. consideran productos de reposteria que estdn
sujetos a perecibilidad y cuya demanda es sensible a cambios en los precios.
Los autores muestran que estos dos factores repercuten en variaciones en la
demanda y, por lo tanto, en la utilidad de la empresa. Finalmente, Sana et
al. [39] describen un modelo combinado que considera la produccién de peces
y aves de corral con el fin de aprovechar las mermas de una industria para
alimentar a la otra a través de productos como por ejemplo la harina de
pescado.

Basados en nuestra revisién bibliografica, podemos concluir que el proble-
ma integrado de Cutting Stock y Pricing no ha sido abordado en la literatura.
En consecuencia, creemos que el desarrollo y resolucién de un modelo de este
tipo, con consideraciones de perecibilidad de los productos, es un aporte al es-
tado del arte para ambos tipos de problemas. Adicionalmente, este problema
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estd inspirado en un caso real, como es el de produccion y fijacién de precios
en el faenado y trozado de productos agroindustriales.

3. Descripcion del Problema

Como se ha mencionado en las secciones anteriores, en este articulo se con-
sidera la problemdtica que enfrenta una empresa agroindustrial al momento
de tomar sus decisiones de produccion y fijacién de precios, definiendo asi un
problema combinado de Cutting Stock y Pricing. Especificamente, se conside-
ra el caso de una empresa que en cada periodo de decision recibe una cantidad
conocida de piezas enteras y debe decidir cémo trozarlas, de manera de trans-
formar cada una de estas piezas en productos finales. Para ilustrar lo anterior,
si se considera que la pieza entera corresponde a un pollo entero recién fae-
nado, una forma de trozar esta pieza permite producir una unidad de medio
pollo, una unidad de cuarto de pollo y dos unidades de un octavo de pollo.
Ahora bien, una forma alternativa de trozar esta unidad de pollo entero per-
mite producir cuatro unidades de cuarto de pollo. A estas distintas maneras
de trozar una pieza les llamaremos patrones de corte. Para efectos de la des-
cripcién y posterior formulacién de este problema, asumiremos que existe un
patrén de corte que mantiene la pieza entera sin trozar y que, por lo tanto, la
pieza entera también corresponde a un producto final.

Para determinar el precio éptimo al que se debe ofrecer cada producto final
en el mercado, se deben tener en cuenta las siguientes consideraciones:

(i) El precio de cada producto final debe respetar ciertas reglas de factibi-
lidad predefinidas

(ii) El precio de cada producto final debe respetar una relacién de consis-
tencia con el precio de los demas productos finales.

Por ejemplo, para el caso (i), se podria considerar un producto que alcanza
su demanda maxima en 10s 7,,;, pesos y su demanda minima en 1os 7,4, pesos.
De este modo, una regla de factibilidad de precios deberia garantizar que se
cumpla con 7pin < p < Tinaz, donde p es el precio del producto en pesos.
Para el caso (ii), por ejemplo, se podria considerar que dado que una unidad
de medio pollo (M) estd compuesta de dos unidades de cuarto de pollo (C),
entonces se deberfa garantizar que py; < 2pc.

Sobre el horizonte de tiempo considerado en la planificacién, éste es divi-
dido en unidades de tiempo de igual tamano, las cuales llamamos periodos.
De este modo, las decisiones de produccién y fijacién de precios se toman en
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cada periodo. También se asume que se conoce la cantidad de unidades en
inventario de cada producto final al comienzo del horizonte de planificacion
(t = 0) y el valor residual de cada unidad del producto final al finalizar el
horizonte de planificacion.

Los productos finales se encuentran relacionados entre si a través del proce-
so de produccién de los mismos, el cual corresponde a un problema de Cutting
Stock. Ademds, es importante mencionar que la demanda por cada producto
final se asume independiente de los otros productos finales, y deterministica y
lineal respecto al precio del producto final. Adicionalmente, dado que los pro-
ductos agroindustriales son perecibles, se asume conocida la cantidad de dias
de vida ttil para cada producto final (por ejemplo, en el caso de la industria
avicola, la vida util los productos finales es de no més de 12 dias).

Sobre los costos del problema, se considera el costo de produccion de los
productos finales que esta asociado exclusivamente al trozado de las piezas
enteras y el costo de almacenamiento, asumiendo que sélo se permite guardar
productos finales y que, por lo tanto, no se pueden almacenar piezas enteras
de un periodo a otro.

En consecuencia con lo anterior, se define la siguiente notacién para ser
usada posteriormente en la formulacién de los dos modelos que permiten abor-
dar el problema de Cutting Stock y Pricing.

Conjuntos

T : Conjunto finito de periodos de igual tamafio en los que se divide el
horizonte de planificacion.

F' : Conjunto finito de productos finales (o indistintamente sub-productos)
que son el resultado del trozado de una pieza entera. Incluye a la pieza
entera no trozada como producto final para la venta.

K : Conjunto finito de patrones de corte (formas de trozar la pieza entera).

Q) : Conjunto finito de precios factibles para los productos finales.
Indices
tu Indice asociado a los periodos de tiempo t,u € T

I Indice asociado a los productos finales f € F'.

k : Indice asociado a los patrones de corte k € K.
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Parametros

0 : Vida util, en dias, para cada producto final.

¢ : Costo en el que se incurre al utilizar el patréon de corte k para trozar
una pieza entera.

ays : Cantidad de producto final f que se obtiene al utilizar el patrén de
corte k para trozar una pieza entera.

q" : Cantidad de piezas enteras que deben ser trozadas durante el periodo
t.

h} : Costo de almacenar una unidad del producto final f desde el periodo

t al periodo t + 1. Notar que —hlle corresponde al valor residual de una
unidad del producto final f al finalizar el horizonte de planificacion.

ay : Maximo valor que puede alcanzar la demanda por el producto final f.

By : Tasa de cambio de la demanda ante una variacién unitaria en el precio
del producto final f (es la sensibilidad precio-demanda).

S?“ : Inventario inicial de producto final f con vencimiento en el periodo w.

En este trabajo consideramos que las demandas por los productos fina-
les son una funciéon de los precios de los productos finales. De este modo,
D : RP — ZT estd dada por D(p) = (di(p),da(p),... ,d‘F‘(p))T la cual
estd bien definida sobre el conjunto 2 C Ri de precios factibles. Por sim-
plicidad asumimos que las demandas e inventarios son cantidades continuas,
medidas por ejemplo en kilogramos, reservando la naturaleza discreta para las
cantidades de materia prima. Las demandas individuales se consideran cono-
cidas y de la forma df(pt) = ay — pr}, con ay, 3y > 0. En otras palabras,
asumimos que las demandas individuales son lineales con respecto al precio
correspondiente. El pardmetro a ¢ corresponde al valor médximo de la demanda
y el pardmetro 3y a la tasa con la que el consumo del producto cambia ante
una variacién unitaria del precio del mismo.

En el marco de las definiciones anteriores, se considera que en cada periodo
de tiempo la empresa agroindustrial cuenta con una nueva cantidad de pie-
zas enteras (por ejemplo, pollos faenados no trozados). Las decisiones a to-
mar en cada periodo son: cuantas de estas piezas enteras deben ser trozadas,
qué patrén de corte debe ser utilizado para cada unidad, y qué precio cobrar
por cada producto final. Todo lo anterior de manera de maximizar la diferencia
entre los ingresos por ventas y los costos de produccién y almacenamiento (los
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tnicos costos considerados en este problema), describiendo de esta manera la
utilidad econémica de la compania agroindustrial.

A continuacion se presentan dos modelos combinados de Cutting Stock, Lot
Sizing y Pricing, en el contexto de productos perecibles. Para ambos modelos
se asume conocida la cantidad de dias de vida 1til de cada producto final y se
considera que los productos finales se encuentran relacionados entre si a través
del proceso de produccién de los mismos (que corresponde a un problema de
Cutting Stock).

4. Enfoque de Solucion

El enfoque de solucién esta basado en la formulacién del problema a través
de modelos de programacion no lineal entera mixta. La no linealidad del mode-
lo estd dada por la dependencia que existe entre la demanda de cada producto
final y el precio del mismo. Como se menciona en la secciéon anterior, en este
trabajo utilizaremos demandas lineales en los precios, generandose de esta ma-
nera problemas cuadraticos convexos enteros. La naturaleza entera estd dada
por las decisiones de como trozar las piezas enteras que llegan como insu-
mo inicial. En la aplicacién del enfoque construimos dos modelos diferentes,
y realizamos diferentes experimentos sobre ellos para evaluar y comparar su
desemperno.

En la literatura es comtn considerar el problema de produccién como una
variante del problema de Lot Sizing [16] ya que es un problema de produccién
e inventarios de varios productos en un horizonte finito de tiempo. En otras
palabras, ya que existe un problema de “multi-product Lot Sizing” subyacente.
Sin embargo, a diferencia del problema cldsico de Lot Sizing, en este caso la
produccién no es simplemente el tamafno de un lote sino que es el resultado de
las decisiones de corte de la materia prima. Ademds, la demanda no es fija o
conocida de antemano sino que depende de la decisién de precio.

Los dos modelos construidos para enfrentar el problema descrito tienen las
siguientes caracteristicas. El primero utiliza variables de produccién para cada
periodo, almacenando en variables de inventario la cantidad de producto final
que no fue vendida. A diferencia de este primer modelo, el segundo modelo
considera variables de asignacién de produccion a demandas futuras. Ambos
modelos utilizan la misma variable para la fijacién de precios de los productos
finales. El detalle y la formulacién matemética de ambos modelos se presenta
en las subsecciones 4.1 y 4.2, respectivamente.
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4.1. Modelo con variables de produccion total e inventarios

En el primer modelo se consideran variables de produccién total e inventa-
rios. En otras palabras, las variables de decisién se enfocan en la planificacién
de la produccién en cada periodo. Las decisiones de fijacién de precios estdn
representadas por variables especificas las cuales son definidas para cada pro-
ducto y en cada periodo.

Es asi como las variables de decision son:

. a:}; € Z: cantidad de cortes tipo k a realizar en el periodo t.

" 57}“ € R,: cantidad del producto final f que vence en el periodo u a
almacenar desde el periodo ¢ al periodo ¢t + 1 .

" d’}” € R, : cantidad de la demanda por el producto final f en el periodo
t que se satisface con productos que vencen en el periodo u.

. p'} € R,: precio de cada unidad de producto final f en el periodo t.

. ll} € R, : cantidad de productos final f que se declara como perdida por
vencimiento (obsolescencia) en el periodo ¢.

Con estas definiciones se formula el siguiente modelo, que denominamos
Problema de Cutting Stock and Pricing (CSPP):

t+48
maxy > > ppdf =3 3 D hysf =D > e (1)
teT u=t feF teT u>t feF teT keK

S. a

Za:’,;:qt teT (2)

keK

spt = Sy —dj feFu=1,...,0 (3)

s;u:sijlv“_d}u feFRt=2.. T, u=t... t+5—-1
(4)

s?tw = Z ak —dtf’t+5 feFteT (5)

keK

t+46

> dF =ap - B feFteT (6)

u=t

dit = SY' =1} feF (7)
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df =7 = 1% feFt=2,...,|T—-1 (8)
P <2p%y, f=1,..,|F-1,teT (9)
peQ teT (10)

La funcién objetivo busca maximizar el beneficio del productor. El primer
término de la funcién objetivo representa los ingresos percibidos al satisfa-
cer la demanda por ventas. A este se le restan el segundo y tercer término
que representan los costos de inventario y de produccion, respectivamente.
La primera restriccién de este modelo (2) impone que en cada periodo sean
procesadas las unidades de materia prima (piezas enteras) recibidas. Las res-
tricciones (3), (4) y (5) describen la relacién entre los inventarios de cada
periodo, los del periodo anterior y las demandas. Estas restricciones asegu-
ran que los productos del inventario sélo se puedan usar hasta su periodo de
vencimiento. La restriccién (3) modela la dindmica del inventario del primer
periodo tomando en cuenta la demanda y los vencimientos del inventario ini-
cial. Por otra parte, la restriccién (4) modela este mismo balance entre los
inventarios y la demanda tomando en cuenta los distintos vencimientos que
puede tener el inventario. La restriccién (5) modela la dindmica de los inven-
tarios de los productos finales tomando en cuenta la demanda en este balance.
La restriccién (6) impone que la suma de las demandas parciales sean igual
a la demanda total de cada periodo. Las restricciones (7) y (8) relacionan las
demandas parciales con los inventarios y las pérdidas por caducidad que se
pueden tener en cada periodo. Para finalizar, la restriccién (9) simplemente
impone una relacién de precio para evitar el canibalismo entre productos y
la restriccién (10) garantiza que los precios fijados cumplan con las politicas
especificas de precio que la empresa ha determinado para cada uno de ellos.

4.2. Modelo con variables de produccién en una fecha para
consumo en otra fecha

Un modelo alternativo al anterior, considera producciones asignadas a de-
mandas especificas en el futuro y sus implicancias en el precio [26]. De este
modo, las variables de decisién sobre la produccién definen una red de flujo
en la que cada unidad producida es inmediatamente asignada a una demanda
que se desea satisfacer en un periodo préximo.

Es asi como las variables de decision son:

» g} € Zy: cantidad de cortes tipo k a realizar en el perfodo t.

] wjf € Z: cantidad de productos finales f producidos en el periodo s
para satisfacer la demanda en el periodo t.
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" w?cts € R,: cantidad de productos finales f del inventario inicial que
vence en el periodo s destinada a satisfacer la demanda en el periodo t.

] p’} € R,: precio de cada unidad de producto final f en el periodo t.

" l? € R,: cantidad de productos finales f que se declara como perdida

por vencimiento en el periodo t.

Con estas definiciones se formula el siguiente modelo, que denominaremos
Problema de Cutting Stock y Pricing en Flujo (CSPFP):

maxy Y pylag—Bpl) =D D DY hyuwi

teT feF teT s<t u>t feF

0
=20 D Hpe

teT s=t feF

S. a

> af =4 teT (12)

keK
t+9
Zakfmizz:w?“ feFRteT (13)
keK u=t
é t
l?—i—af—ﬁfp'}:Zw?ct“—i—ijf fert=1,...,6 (14)
u=t s=1
t
+oap— B = > wf feFt=0+1,...,|T (15)
s=t—0
S whr =Y teT (16)
u<d t<u
<> w feFrt=1,...,0 (17)
u<t
b < i feFt=0+1,...,|T| (18)
Py <2p% feFteT (19)
peQl teT (20)

La funcién objetivo, igual que en el modelo anterior, maximiza la diferen-
cia entre los ingresos por ventas y los costos de inventario y de produccién,
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respectivamente. La restriccién (12) impone que en cada periodo sean proce-
sadas las unidades de materia prima programadas. La restriccién (13) asigna
la produccién de productos finales a los periodos en que se van a usar para sa-
tisfacer las demandas. Las restricciones (14) y (15) modelan la satisfaccién de
la demanda usando los productos finales que se han asignado para cada fecha.
Esta restriccién también garantiza la consistencia de los inventarios y de los
productos perdidos por caducidad. La restriccién (14) contempla el caso del
principio del horizonte de planificaciéon cuando existen productos disponibles
en el inventario inicial mientras que la restriccién (15) corresponde a la segun-
da parte del horizonte donde ya han caducado todas las existencias iniciales.
La restricciéon (16) asegura que el inventario inicial Sjoc del producto final f
es consumido antes de su caducidad. Las restricciones (17) y (18) establecen
un limite superior al nivel de perdidas por caducidad que se pueden tener en
cada periodo. La restriccién (19) establece una relacién entre los precios de los
productos para evitar el canibalismo entre ellos. Finalmente, la restriccién (20)
garantiza que los precios fijados cumplen con las politicas especificas de precio
que la empresa ha determinado para cada uno de ellos.

5. Experimentos computacionales

Por temas de simplicidad, dentro de esta seccion llamaremos Modelo 1 al
modelo CSPP (presentado en la Seccién 4.1) y Modelo 2 al modelo CSPFP
(presentado en la Seccién 4.2). A continuacién describimos dos experimen-
tos computacionales realizados sobre estos modelos. Los experimentos fueron
realizados con el propdsito de: (1) comparar los tiempos de ejecucién de am-
bos modelos al resolver a optimalidad las mismas instancias; (2) analizar la
evolucién de los precios e inventarios 6ptimos a lo largo del horizonte de plani-
ficacién; y (3) determinar el impacto de los inventarios iniciales en la evolucién
de los precios 6ptimos.

5.1. Instancias de prueba

Los casos de prueba construidos para este trabajo se basan en el problema
practico que lo motiva, la planificacion del trozado de aves para la venta de
carne de pollo.

Se definié que una unidad de insumo podia ser dividida en partes corres-
pondientes a los productos finales: “entero”, “medio”, “cuarto”, “octavo” y
“dieciseisavo” de pollo. Con esto se construyeron dos familias de instancias,
unas que incluyen hasta los octavos de pollo y otras que incluyen todos los pro-
ductos finales. Se consideraron todas las combinaciones posibles para definer
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los patrones de corte. En la Tabla 1 se muestran los valores de los parametros
ay s correspondientes a la cantidad de productos finales que se obtiene al apli-
car los patrones de corte antes definidos. En las tablas 2 y 3 se presentan los
costos ¢ para cada uno de estos patrones de corte. La Tabla 4 presenta los
valores utilizados para los pardmetros con que se construyen las funciones de
demanda de los productos finales y el valor de los costos de inventario.

Se estableci6 para este caso una vida util de 14 periodos (6 = 14) y que
se deben procesar ¢; = 7200 unidades de piezas enteras en cada uno de los
periodos del horizonte de planificacién. Respecto a los inventarios iniciales, se
consideran los inventarios presentados en la Tabla 5.

Tabla 1: Costos y unidades obtenidas con cada patrén de corte para patrones
que no incluyen dieciseisavos de pollo.

P

Productos atrones

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Entero 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
Medio 0 0 0 0 0 1 1 1 2 0
Cuarto 0 1 2 3 4 0 1 2 0 0
Octavo 8 6 4 2 0 4 2 0 0 0
Costo 355 352.5 350 347.5 345 323.5 321 319 292.5 240

Tabla 2: Costos y unidades obtenidas con cada patrén de corte para patrones
que incluyen dieciseisavos de pollo (primera parte).

Patrones
Productos

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
Entero 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Medio 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
Cuarto 0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0
Octavo 0 1 0 2 4 0 0 3 2 1 5
Dieciseisavo 16 14 12 12 8 8 8 10 8 6 6
Costo 480 465 447.5 450 420 415 385 435 417.5 370 405
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Tabla 3: Costos y unidades obtenidas con cada patrén de corte para patrones
que incluyen dieciseisavos de pollo (segunda parte).

Patrones
Productos

22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32
Entero 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Medio 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0
Cuarto 1 2 1 0 1 0 0 0 2 1 1
Octavo 3 1 0 2 4 6 7 3 3 1 5
Dieciseisavo 6 6 4 4 4 4 2 2 2 2 2
Costo 402.5 400 352.5 355 387.5 390 375 340 370 337.5 372.5

Tabla 4: Costos de inventario y parametros de las funciones de demanda por
productos finales.

Productos Costo de inventario Demanda

ap By
Entero 200 20000 15
Medio 145 21000 20
Cuarto 87.5 23500 25
Octavo 45 25000 35
Dieciseisavo 30 27500 40

Tabla 5: Inventarios iniciales segin producto y vida 1til remanente. No hay
productos en inventario con mas de 7 periodos de vida 1til remanente.

Periodos de vida 1util remanente

Productos

1 2 3 4 5 6 7
Entero 1500 2000 2500 3000 3500 3500 3500
Medio 1500 2000 2500 3000 3500 3500 3500
Cuarto 1500 2000 2500 3000 3500 3500 3500
Octavo 1500 2000 2500 3000 3500 3500 3500

Dieciseisavo 1500 2000 2500 3000 3500 3500 3500
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5.2. Resultados

Los experimentos fueron realizados en un computador con procesador Intel
Core i5 de 1.6GHz con 4GB de RAM y sistema operativo Windows 10. Para la
implementacién computacional se utilizé el lenguaje Python 3.6. Los modelos
fueron resueltos utilizando Gurobi 8.0 con una condicién de parada de un gap

relativo menor a 1079,

5.2.1. Tiempos de solucién

Para comparar el desempeno de ambos modelos se analizaron los tiempos
de solucién para instancias de diferente tamafio definidas por la duracién del
horizonte de planificacién. Se consideraron horizontes de planificacién de 30
hasta 180 periodos de duracién.

Las figuras 1 y 2 muestran los tiempos de solucién para ambos modelos y las
curvas de tendencia de estos tiempos en funcién del tamano de las instancias
resueltas. En la Figura 1 se consideran las instancias sin incluir dieciseisavos
de pollo como producto final, mientras que en la Figura 2 se consideran todos
los productos finales.

w
o

N
wn

y=0.0012%2-0.1051x +3.5729

N
o

[
o

y=0.0421x-0.572
L

Tiempo de solucién (seg.)
-
wu

«
[ 3
3
e

o

Horizonte de planificacion (periodos)

® Modelo 1 Modelo 2

Figura 1: Comparacion de tiempos de solucién para instancias sin dieciseisavos
de pollo como producto final.

De las figuras 1 y 2 se puede apreciar que el tiempo de solucién del Mo-
delo 1 crece aproximadamente de manera lineal al aumentar el tamano de las
instancias, mientras que el tiempo de solucién del Modelo 2 lo hace de manera
cuadratica. Esto sugiere que para instancias de mayor tamafnio es mas conve-
niente utilizar el Modelo 1. Como ambos modelos resuelven las instancias de
prueba a optimalidad, los experimentos reportados en las préximas subseccio-
nes fueron realizados utilizando solamente el Modelo 1 ya que requiere menos

tiempo de ejecucién.
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Figura 2: Comparacién de tiempos de solucién para instancias con dieciseisavos
de pollo como producto final.

5.2.2. Consumo de inventario inicial y estabilizacién de precios

Para entender las caracteristicas de las decisiones 6ptimas, se analizé la
evolucién del inventario a lo largo del horizonte de planificacién. En practica-
mente todas las instancias evaluadas el comportamiento fue similar.

A modo ilustrativo, la Figura 3 muestra la evolucién de los inventarios para
la instancia sin dieciseisavos de pollo como producto final, considerando un
horizonte de 60 periodos. Se observa en la figura que luego de una etapa inicial,
donde los inventarios iniciales de los productos finales se van consumiendo, la
planificaciéon 6ptima considera inventarios nulos para todos los productos.

Modelo con variables de produccion total e inventario

20.000
18.000
16.000
14.000
12.000
10.000

8.000 °
6.000 Cuarto

® Entero

Medio

Inventario

4.000 Octavo
2.000

Periodos

Figura 3: Evolucién de los niveles de inventario éptimo a lo largo del horizonte
de planificacién.

Durante los primeros periodos se debe almacenar inventario debido a que
existe inventario inicial que se intenta vender lo antes posible (por su perecibi-
lidad préxima), el cual no se pueden consumir inmediatamente. Para conseguir
que los inventarios se reduzcan rapidamente, los precios fijados en los prime-
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ros periodos parten en un nivel “bajo”. Los precios luego suben hasta alcanzar
los niveles éptimos fijos (més altos que los precios iniciales) que acompanan
al fenémeno de los inventarios nulos en los periodos finales del horizonte. La
Figura 4 muestra la evolucién de los precios 6ptimos para la misma instancia.

Estabilizacion de Precios por tipo de producto

1.400

1.200 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000

1.000 .

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Precio
.
.

0 10 20 30 40 50 60
Periodos

® Entero  ® Medio Cuarto Octavo

Figura 4: Estabilizaciéon de precios por tipo de producto final.

Dado el impacto del inventario inicial en los precios de los primeros periodos,
se realizé un analisis para evaluar su influencia en la estabilizacién de los pre-
cios 6ptimos determinados por el modelo. El grafico presentado en la Figura 5
permite observar que a medida que aumenta la cantidad de periodos de du-
racion del inventario inicial, el periodo en el cual se estabilizan los precios
también aumenta.

Estabilizacion de precios segln inventario inicial

=
o

Periodo en que se estabilizan los precios
O = N W s U oY W
®

0 2 4 6 8 10 12 14

Periodo en el que se termina el inventario inicial

Figura 5: Estabilizacién de los precios segin nivel de inventario inicial.
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Es interesante destacar que en todas las instancias analizadas el inventario
optimo de los productos finales se hace cero a partir de un periodo especifico en
adelante, lo que también estabiliza el precio y la produccién en algin periodo.
Por ejemplo, cuando el inventario inicial se acaba en los primeros periodos
(por ejemplo, entre el periodo 0 y el periodo 5) es posible observar que los
precios se estabilizan en el periodo en que se termina el inventario o en el
periodo posterior. Sin embargo, cuando el inventario inicial se acaba entre los
periodos 6 y 14, los precios se estabilizan antes de que se acabe el inventario
inicial. Esto se observd para distintos valores del intervalo de perecibilidad.

6. Conclusiones y comentarios finales

En este trabajo consideramos un problema de planificacién de abasteci-
miento y trozado de pollos con fijaciéon 6ptima y dindmica de precios, en el
cual las principales decisiones son sobre cémo trozar las piezas enteras (in-
sumo), cémo conservar los productor finales y qué precios colocarles. En las
instancias analizadas se consideré un horizonte de planificacién de 30 a 180
dias.

Se propone un enfoque de solucién basado en modelos de programaciéon no
lineal entera mixta, mediante los cuales se busca resolver en forma simultdnea
los problemas de Cutting Stock y Lot Sizing y Pricing bajo condiciones de
perecibilidad de los productos finales. Lo anterior, con el fin de maximizar el
beneficio de los productores. El primer modelo se basa en variables de produc-
cién total e inventario. En otras palabras, a través de este modelo se buscar
decidir en cada periodo cudnto producir y cuadnto de la demanda satisfacer,
transformando lo que sobre en inventario. Este modelo considera las decisiones
de cada periodo como un problema “aislado”, en el que dadas las condiciones
existentes se decide cémo satisfacer la demanda. El segundo modelo se basa
en variables de produccién en un periodo para consumo futuro. Con este tipo
de variables se define una ventana productiva, determinada por la viva util de
los productos, la que permite considerar lo que pasa en el futuro.

Al contrario de lo que sucede en el caso de problemas de Lot Sizing lineales
clésicos (i.e., con formulaciones lineales), los modelos con variables de produc-
cién en una fecha para consumo en otra fecha son menos eficientes en términos
de tiempo de resoluciéon que los modelos con variables de produccién total e
inventarios. Esto se puede deber a que las soluciones del problema estudiado
no necesariamente corresponden a vértices del conjunto factible, dada la natu-
raleza cuadratica de la funcién objetivo. Nuestros resultados parecen indicar
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que el menor nimero de variables y restricciones en el primer modelo (CSPP)
hacen que éste se pueda resolver computacionalmente en menor tiempo. Esta
observacién esta basada en un nimero reducido de instancias de prueba y por
lo tanto debe ser confirmada con experimentos méas extensivos. Los resultados
obtenidos sugieren también que una parte importante de la optimizacién con-
siste en reducir y eliminar rapidamente el inventario inicial y de esta forma
entrar en un periodo estacionario de inventarios nulos y precios fijos.

Las extensiones naturales al problema conjunto, con el fin de acercarlo méas
al problema real de planificacién, son: (1) la incorporacién de incertidumbre en
la demanda a través de un modelo de programacién dindmica estocéstica; y (2)
la incorporacién de distintas dimensiones temporales en la toma de decisiones
de precio. Por ejemplo, muchas veces se definen “precios de lista” para ciertos
intervalos de tiempo (por ejemplo, una o dos semanas) los que sélo pueden ser
modificados levemente periodo a periodo.
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