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Resumen

Los grafos arco-circulares son los grafos interseccién de arcos alrededor de
un circulo, mientras que los grafos circulares son los grafos interseccién de
cuerdas dentro de un circulo. Los grafos overlap de arco-circulares (CAO) son
una superclase de los grafos circulares que poseen una representacién overlap
en arcos alrededor del circulo. Esta clase de grafos no ha sido muy estudiada
en la literatura, siendo introducidos por primera vez a principios de la década
del ’90. Algunos problemas NP-Completos tienen solucién eficiente en grafos
pertenecientes a esta clase.

En esta tesis presentamos un caracterizacién de los grafos CAO utilizando
ideas aportadas por un teorema de Jayme Szwarcfiter [35] para una caracteri-
zacion de grafos circulares. Demostramos que pidiendo condiciones similares
a las que cumplen los grafos circulares sobre sucesivas orientaciones de un
grafo, éstas son necesarias y suficientes para asegurar que el grafo es CAO.

Presentamos algunos algoritmos eficientes para la resolucion de los proble-
mas de encontrar el minimo transversal de los cliques y el maximo conjunto
de cliques disjuntos en grafos arco-circulares Helly. La idea general para es-
tos algoritmos fue presentada en la tesis doctoral de Guillermo Durdn [9] y
su implementacién de manera eficiente fue sugerida por Min Chih Lin [28].
Estos algoritmos resuelven ambos problemas con complejidad O(n.log(n))
mientras que los mds eficientes conocidos en la literatura lo hacfan en O(n?)
[21].
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Capitulo 1

Introduccion

Consideremos una familia finita de conjuntos no vacios. El grafo interseccién
de esta familia se obtiene representando cada conjunto por un vértice. Dos
vértices estan conectados por una arista si y sélo si los correspondientes
conjuntos se intersecan.

Los grafos arco-circulares, de aqui en adelante llamados grafos CA, son
los grafos interseccién de arcos alrededor de un circulo, y fueron introducidos
a mediados de la década del ’60, siendo Alan Tucker quien aportd los prime-
ros resultados tedricos. Tucker [37] propuso un algoritmo de reconocimiento
de complejidad O(n?), mas adelante, Spinrad [33] simplificé el algoritmo de
Tucker para el caso que el grafo dado pueda ser cubierto por dos cliques. Va-
rios afios después, Hsu [23] encontré un algoritmo més eficiente (complejidad
O(n.m)). Uno de los principales problemas abiertos de esta clase es deter-
minar si existe algin algoritmo de reconocimiento lineal en m y n. En [15],
Gavril propuso algoritmos de complejidad polinomial para reconocer algunas
subclases de los grafos arco-circulares.

Ha sido probado que diversos problemas NP-Completos para la clase ge-
neral de los grafos tienen resolucién polinomial para los grafos arco-circulares.
Este es el caso de los problemas de conjunto independiente méximo ([19], [20],
[25], [29]), clique maximo ([4],[24]), particién en cliques minima ([20], [25]) ¥
conjunto dominante minimo ([8], [25]). En cambio, el nimero cromatico
permanece NP-Completo para grafos arco-circulares ([14]) y grafos arco-
circulares Helly ([16]) (de ahora en mas llamados grafos HCA). El problema
de isomorfismo en grafos, de complejidad desconocida para el caso general,
es polinomial para los arco-circulares ([23]). Los grafos arco-circulares Helly
fueron caracterizados por Gavril [16] de manera que conducen a un algoritmo
eficiente para el reconocimiento de esta subclase. Los grafos arco-circulares
y sus subclases tienen aplicaciones en genética, control del transito, diseno
de compiladores, estadistica y problemas de almacenamiento.

Los grafos circulares, de aqui en adelante llamados grafos C, son los gra-
fos interseccién de cuerdas dentro de un circulo. Fueron introducidos en [12],
donde se muestra una aplicacion para resolver un problema de reordenamien-
to de vagones de un tren propuesto por Knuth [27], usando pilas y colas. Se
pueden encontrar algoritmos de tiempo polinomial para reconocer esta clase
de grafos en [7], [13], [31] y [34]. Los problemas de clique méximo y conjunto
independiente maximo en grafos circulares pueden ser resueltos en tiempo
polinomial ([17], [24], [30], [32]), pero el problema de coloreo se mantiene
NP-Hard [14].

El grafo overlap de una familia finita de conjuntos no vacios se obtiene
representando cada conjunto por un vértice. Dos vértices estan conectados
por una arista si y solo si los correspondientes conjuntos se intersecan pero
ninguno esta incluido en el otro. Los grafos circulares son equivalentes a los
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grafos overlap de intervalos (conocidos en la literatura como grafos overlap).
Un grafo G es overlap de intervalos si existe un modelo overlap para sus
intervalos (de aqui en adelante los llamaremos grafos 10). La prueba de la
equivalencia entre ambas clases puede encontrarse en [17].

Los grafos overlap de arcos alrededor del circulo, de aqui en adelante
llamados grafos CAQO, fueron poco estudiados en la literatura. Existe un
trabajo de T. Kashiwabara [26] que describe algoritmos para encontrar un
conjunto independiente maximo en un grafo CAO de complejidad O(n?) y
para encontrar un clique maximo de complejidad O(n®). En la tesis doc-
toral de Guillermo Durdn [9], también hay resultados sobre esta familia de
grafos, donde se caracteriza a los grafos CAO no circulares y se presentan
propiedades de estos grafos en relacion a otras familias de grafos.

El objetivo de esta tesis es continuar la linea de investigaciéon desarrollada
por Guillermo Durdn en su tesis doctoral [9]. Tomamos algunos de los te-
mas estudiados por Duran y presentamos nuevos resultados sobre los grafos
pertenecientes a las clases overlap de arco-circulares y arco-circular Helly.

En este primer capitulo enumeramos los topicos de esta tesis, un conjunto
de definiciones bésicas y las convenciones de notacién usadas a lo largo de
todo el trabajo.

En el capitulo 2, presentamos una caracterizacién de los grafos CAO
utilizando ideas propuestas en una caracterizacién para grafos overlap de
intervalos introducidas por Jayme Szwarcfiter [35]. El problema de caracte-
rizar grafos CAO ha sido mencionado como abierto en [9]. En la primera
seccién de este capitulo se definen elementos basicos para trabajar sobre re-
presentaciones circulares, como o6rdenes circulares y propiedades asociadas.
En la segunda seccion se enuncia el teorema en si, el cual fija las condiciones
necesarias y suficientes para que un grafo sea CAO.

El capitulo 3 estd destinado a analizar algunos algoritmos sobre grafos
arco-circulares Helly. Se presentan dos algoritmos que resuelven los proble-
mas de encontrar el minimo transversal de los cliques y el maximo conjunto
de cliques disjuntos sobre esta clase de grafos. Ambos algoritmos tienen
una complejidad de O(n.log(n)), si tomamos como datos de entrada una re-
presentacion en arcos circulares que cumple la propiedad de Helly. De esta
forma se mejora la complejidad de los algoritmos presentados en [21], que
poseen un orden de O(n?). La idea general de los algoritmos propuestos esté
planteada en [9] y las implementaciones para alcanzar el orden O(n.log(n))
fueron sugeridas por Min Chih Lin [28].

Por tltimo, en el capitulo 4 se presentan las conclusiones de esta tesis y
algunas posibilidades de trabajo futuro.

1.1 Definiciones basicas y notacion

Denotamos un grafo G por un par (V(G), E(G)), donde V(G) representa un
conjunto finito de vértices, y F(G), un conjunto de pares no ordenados de
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vértices de G, llamados aristas. Sean n = |V(G)| y m = |E(G)].

Un vértice v es adyacente a otro vértice w en G si (v, w) € E(G). Decimos
que v y w son los extremos de la arista.

Un grafo orientado G est4 formado por un par (V(G), E(G)), donde V(G)
representa un conjunto finito de vértices, y F (é), un conjunto de pares or-
denados de vértices de G, llamados aristas. Un vértice v es adyacente a otro
vértice w en G si (v — w) € E(G).

El complemento de un grafo G, denotado por G, es el grafo que tiene el
mismo conjunto de vértices de GG y tal que dos vértices distintos son adya-
centes en G si y sélo si no son adyacentes en G.

Un grafo H es un subgrafo de un grafo G si V(H) C V(G) y E(H) C
E(G)N(V(H) x V(H)). Si V(H) = V(G), decimos que H es un subgrafo
generador de G. Dado un conjunto de vértices X C V(G), el subgrafo de
G inducido por X es el subgrafo H de G tal que V(H) = X y E(H) es el
conjunto de aristas de G que tiene ambos extremos en X.

Dos grafos G y H son isomorfos si existe una biyeccién entre V(G) y
V(H) que conserva las adyacencias. En este caso, notamos G = H.

Un camino simple en un grafo GG es una secuencia de vértices distintos
P = vy,...,v;, donde (v;,v;41) € E(G), para 1 < ¢ < k — 1. Una cuerda
en P es una arista que une dos vértices no consecutivos de P. Un circuito
en un grafo GG es una secuencia de vértices C' = vy, ..., vg, N0 necesariamente
distintos, donde vy = vg, y (v;,v;11) € E(G), para 1l <i <k — 1.

Un ciclo en un grafo GG es una secuencia de vértices C' = vy, ..., U, Ug11,
donde vy, ..., v es un camino simple, v; es adyacente a vg, v1 = Vg1 ¥V k > 3.
Una cuerda en C es cualquier cuerda del camino vy, ..., vg. Si los vértices que
unen la cuerda en C estan a distancia 2, decimos que la cuerda es corta. Un
ciclo es un ciclo inducido si no posee cuerdas. Llamamos C} al ciclo inducido
por k vértices (C3 es también llamado triangulo).

Un grafo G es conexo si para todo par de vértices distintos v y w de G,
existe un camino de v a w.

Un grafo G es completo si cualquier par de vértices distintos de G son
adyacentes. Llamamos K, al grafo completo con n vértices.

Un conjunto de vértices M de un grafo GG es un subgrafo completo si el
subgrafo inducido por M es completo. Un clique es un subgrafo completo
maximal de G.

Sean G y G5 dos grafos que poseen el mismo conjunto de vértices. La
union G1 U Gy es el grafo que posee los mismos vértices que Gy y Gs, y las
aristas de F(G1) U E(G2).

Un concepto muy usado a lo largo de este trabajo es el de la propiedad de
Helly. Una familia de subconjuntos S satisface la propiedad de Helly cuando
toda subfamilia de S consistente en subconjuntos que se intersecan de a pares
tiene interseccién no vacia.

Las definiciones que no fueron dadas aqui pueden encontrarse en [6], [9],
[18] 6 [22].



Capitulo 2
Grafos overlap de arco-circulares

2.1 Generalidades

Recordaremos aqui las definiciones de las clases de grafos arco-circulares y
overlap de arco-circulares, utilizadas con frecuencia a lo largo de este capitulo.

2.1.1 Grafos arco-circulares

Un grafo G es arco-circular si existe un conjunto de arcos ¢ (que llama-
mos representacién) alrededor de un circulo y una correspondencia 1-1 entre
vértices de G y arcos de ¢, de manera que dos vértices distintos son ad-
yacentes si y sélo si los arcos correspondientes se intersecan. Es decir, un
grafo arco-circular es el grafo interseccion de arcos alrededor de un circulo.
Supondremos en este trabajo que los arcos son abiertos. Sin pérdida de ge-
neralidad, podemos asumir que ningtin par de arcos tiene un extremo comun
y que ningun arco cubre el perimetro total de la circunferencia. La Figura
2.1 muestra un grafo arco-circular y una representacién posible para él.

D

A N

V5 V4
V6

Figura 2.1: Grafo arco-circular y una posible representacion.

2.1.2 Grafos overlap de arco-circulares

Como se menciona en la introduccion, el grafo overlap de una familia finita de
conjuntos no vacios se obtiene representando cada conjunto por un vértice.
Dos vértices estaran conectados por una arista si y sélo si los correspondientes
conjuntos se intersecan pero ninguno estd incluido en el otro.

Si llevamos este concepto a los grafos arco-circulares, vemos que un grafo
G es overlap de arco-circulares si existe un conjunto de arcos ¢ (que nueva-
mente llamamos representacion) alrededor de un circulo y una corresponden-
cia 1-1 entre vértices de G'y arcos de , de manera que dos vértices distintos

4



2.2. Ordenes circulares 5

son adyacentes si y sélo si los arcos correspondientes se solapan. Dos arcos
se solapan cuando su interseccion es no vacia, pero ningun arco estd incluido
en el otro. La Figura 2.2 muestra un grafo overlap de arco-circular y una
representacion posible para él.

V4

V2 V3

V5 V1 \/

V1

Figura 2.2: Grafo overlap de arco-circulares y una posible representacion.

2.2 Ordenes circulares

Las definiciones, lemas y propiedades que presentamos en esta seccion son
introducidas por primera vez en esta tesis y seran utilizados en la siguientes

secciones.
Sea ¢ una representacion arco-circular de un grafo G. Sean ¢, j, k extremos

distintos correspondientes a arcos de . Diremos que j esta entre i y k si
partiendo de i, y recorriendo el circulo en sentido horario, 7 se encuentra

antes que k.

Figura 2.3: En este ejemplo, el extremo j estd entre i y k.

.7 . ! "
Sea ¢ una representaciéon arco-circular de un grafo G. Sean [v;,v;]| ¥y
/ " . ;. ” .
[v;,v;] arcos de ¢ correspondientes a vértices v;,v; € V(G) (v; le sigue a
!/ . . . / " ’ " .
v; en el sentido horario). Diremos que el arco [v;,v;] corta al arco [v;,v;] si
. ! . , . . ’
partiendo de v;, y recorriendo el circulo en sentido horario, v; se encuentra

17 . . ’ .
antes que v; . Notemos que esta propiedad no es simétrica, dado que v; y v;
se cortan mutuamente solo cuando ambos cubren todo el circulo.
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%\

N

Figura 2.4: El arco [U;, v;/] corta al arco [v;-,v;-/].

Sea G un grafo, Q e I una particién disjunta de aristas G = Q U I de su
complemento G'y Ry, un orden lineal vy, , ..., v,, de los vértices de G asociado
a v, € V(G). Sea v, = vy,. Para simplificar la notacién diremos que v; < v;
bajo un orden R cuando Rj asigha a v; una numeracién menor que a v;.
Luego Ry es llamado un orden circular asociado a v, Q e I cuando:

L. (vp,vg) ¢ E(I).
2. Si bajo Ry vale v; < vy entonces (vp,v;) ¢ E(I).
3. Bajo R, vale v, < vy.

4. Si existen tres vértices tales que bajo R, vale v; < v, < vj, bajo R; vale
v; <v; < vy (v,v;) € E(G) entonces (v, v;) ¢ E(Q).

5. Cualquier vértice distinto de v, que cumple todos los items presentados
es numerado por el orden R, con un nimero menor.

6. Sean Ry,3 y Rys los érdenes que quedan definidos si sélo valen las condi-
ciones 1, 2, 4 y 5. Si estos érdenes asi definidos no cumplen la condicion
3, luego:

(a) vp < w;,, en R, para todo v;,, tal que bajo R,3 quedé numerado
entre 1 y el nimero asignado a v,,.

(b) vx < v;,, en Ry para todo v;,, tal que bajo Rys quedé numerado
entre 1 y el nimero asignado a vy.

Una orientacién G;gk de G es inducida por un orden circular Ry cuando (v; —
vj) € E(G}Lk) = 1 < j. A fin de simplificar la notacién, para representar el
orden de los vértices de G bajo el orden circular Ry se notard [vy, ..., Uy g,

Sean Ry = {vi,,...,vn }, Rs = {v1,,...,0n,} dos drdenes circulares aso-
ciados a vg,vs € V(G). Diremos que Ry es un desplazamiento circular de
R, cuando dj,1 < 7 < n, tal que R; puede definirse en funcién de R, de la
siguiente manera:

S (P sii+j<n,
e T .
U(j«H'fn)S S1 1noO.

Por ejemplo, [vg, vs, v1,v7] es un desplazamiento circular de [vy, v7, vg, vs).
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Sea ¢ una representacién arco-circular de un grafo G, donde a cada v; €
V(G) le corresponde un intervalo [v;,v;] y sea s,, una funcién asociada a v;
€ V(G) cuyo dominio es el conjunto de los extremos de los arcos de ¢ y su
imagen es N[1..2n]. Diremos que s, es una linealizacion candnica asociada
a v; cuando se comporta de acuerdo a la siguiente construccion:

.. , . e !/ . .
L. Fijar el cero del circulo en la posicion de v;. El crecimiento de los
angulos se define en sentido horario.

! "

. ’ " / "
2. Sea el conjunto de todos los extremos 3 = {v, vy, vy, Vg, ..., v, V,,
3. Primera etapa:

. . " » !/ "
(a) Eliminar de § los extremos v; tal que su arco asociado [v;,v;]
!’ 1"
corta al arco [v;, v;].

. ! , . .
(b) Partiendo de v;, recorrer el circulo en sentido horario, numerando
en sentido creciente y consecutivo los extremos de los arcos que
pertenecen a (5 a medida que aparecen.

4. Segunda etapa:

(a) Sea ¢ el conjunto de todos los v; que se eliminaron de (3 en la
primera etapa.

(b) Partiendo de v;, recorrer el circulo en sentido horario y, continuan-
do con la numeracién de la primera etapa, numerar en sentido
creciente y consecutivo los extremos de los arcos que pertenecen
a ¢ a medida que aparecen.

N

k

. . . ., s ., / "
Figura 2.5: Linealizacién canénica en funcién del arco [v;, v;]
. . . ’ ’ ,
A fin de simplificar la escritura, cuando valga s, (v;) < s,,(v,) se notard
’ / . . , .
[s(v;) < 8(vy)]o;. Con frecuencia se trabajaran con funciones s,, donde v; es
el primer vértice en funcién de un orden circular R;, luego, nuevamente para

/

. . . .y s , ’
simplificar la escritura, en lugar de escribir s,, (v; ), se notard [s(v;)]r,-
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Sea  una representacién arco-circular de un grafo. Diremos que Ry es un
orden circular candnico asociado a vy € V(@) cuando define una numeracién
vy, ..., Uy SObre los vértices de G tal que existe una linealizacion candnica Suy,

’ / . . .
sobre ¢ tal que v; < v; < [s(v;) < s(v;)]r, ¥ v1, es elegido de la siguiente
forma:

Sea A el conjunto de todos los arcos que cortan a [v;, v, ].

.. . ’ " ,
Eliminar de A los arcos que junto con [v,, v, ] cubran todo el circulo.

Si el conjunto A es vacio entonces vy, = vy.

. . !/ ’ . . .
e Si no, partiendo de v, recorrer el circulo en sentido anti-horario hasta
s, . /
encontrar el ultimo v; € A. Tomar vy, = v;.

Por ejemplo, si vemos la figura 2.5, el orden circular canénico R; asociado
a v; queda definido de la siguiente manera: R; = {vs, v;, Uy, vy }.

Lema 2.2.1 Sea ¢ una representacion arco-circular de un grafo G. Si Ry y
R son dos drdenes circulares candnicos asociados a vy, vs € V(G), entonces
Ry es un desplazamiento circular de R.

Demostraciéon. Sea Ry = [v1,...,0,]r. ¥ Rt = [v1,...,Us)r, ¥ sSupongamos
que R; no es un desplazamiento circular de R,. Luego existe v;, tal que
se cumple que v;, = Uj, Pero vj_i, # v;_1,. Esto significa que comenzando
del extremo v, en ¢ y recorriendo el circulo en sentido horario en algin
c / . / . .
punto se alcanzé a v, ; y seguidamente a v; . Sin embargo, al construir a
. . . .. . ’ , ’
Ry, siguiendo el mismo procedimiento y partiendo de v;,, se alcanzé a v;_,,
. / .
para encontrar seguidamente a v;,. Esto en un absurdo, dado que partiendo
’ . , . . . . .
de v;_ y recorriendo el circulo en sentido anti-horario el primer comienzo de
. ’ . /
arco que se encuentra es o bien v; ;, o bien v;_; . Por lo tanto R; es un
desplazamiento circular de R,.00

Lema 2.2.2 Si ¢ es una representacion arco-circular de un grafo G y Ry
es el orden circular canonico asociado a v, € V(G), entonces existe una
particion disjunta de aristas G = Q U I de su complemento G tal que Ry, es
un orden circular asociado a vy, Q) e I.

Demostracién. Partimos las aristas (v;,v;) € E(G) en subgrafos ) e I de
la siguiente manera:
I " ’ 7" , . .
(vi,v;) € B(Q) & [v;,v;] ¥ [v},v;] estdn uno incluido en el otro.
/ " / " .
(vi,v;) € E(I) < [v;,v;] y [v;,0;] no se intersecan.
Veamos ahora que el orden circular canénico Ry, asociado a v, Q e I cum-
ple con las condiciones necesarias para ser un orden circular. Para ello verifi-

caremos que se cumplen las condiciones (1)-(6) impuestas en la definicién de
orden circular. Sea vy, = v,. Por construccién vale (1) (v,,vx) ¢ E(I), dado
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que el extremo elegido como primero en la construccion se interseca con wy.
Todos los vértices que quedaron numerados entre v, y v; se intersecan con
vp, dado que v, se interseca con vy y se numerd a los vértices recorriendo el
circulo en sentido horario, partiendo de v,. Por lo tanto (2) si bajo Ry, vale
v; < vy entonces (v,,v;,) ¢ E(I). Como v, junto con vy no cubren todo
el circulo y lo mismo sucede con v, y vy, (por construccién), partiendo del
extremo v’lp y recorriendo el circulo en sentido horario, primero se encuentra

a v, y luego a v;. Por lo tanto, (3) bajo R, vale v, < v. Para probar (4)
supongamos que valen las hip6tesis pero (v, v;) € E(Q). Como bajo R, vale
i <1 < j esto significa que el arco [v;,v;] estd incluido en el arco [v},v;] y
como (vy,v;) € E(G) yt < j bajo Ry, el arco [v;, v; | corta al arco [v;.,v;/]. Por
la posicién de los arcos, esto significa que el arco [v;, v; | también corta al arco
[v;, v;-/] y al numerar los arcos bajo el orden R; vale i < j. Esto es un absurdo
dado que por hipétesis bajo R; vale j < i. Por lo tanto (v;,vy) ¢ E(Q).

Para probar el punto (5) se presentan dos alternativas:

Caso 1: Supongamos que no existe v, tal que vy corte a v. . Luego, por
construccion, v, es el vértice que cumple con todos los items anteriores y
numera a v, con la maxima numeracion. Bajo estas condiciones al eliminar
la condicidén (3) ésta sigue valiendo, con lo cual la condicién (6) también se
cumple.

Caso 2: Supongamos que existe v, tal que v; corta a v, . Por construccién,
ve # vp. Veamos entonces que no es posible que v, cumpla las seis condiciones
impuestas. Supongamos que si y que v, = v,. Si se elimina la condicién (3),
los érdenes definidos son tales que v. < v, bajo Rg3 v v < v. bajo R.3, por lo
que no cumplen la condicién (3). Luego se deben cumplir (6a) y (6b). Pero
la condicién (6b) no se cumple dado que v. bajo Rgs quedé numerado entre
1 y el nimero asignado a vy, y por lo tanto la condicién (6b) exige que bajo
Ry, valga v, < v,y esto es imposible ya que v, = v,. Por lo tanto no se puede
elegir a un vértice v, tal que vy corte a v.. Notar que esto cubre el caso en
el que v., junto con vy, cubren todo el circulo, con lo cual el algoritmo de
numeracion presentado funciona correctamente y Ry es un orden circular. O

Corolario 2.2.1 Sea ¢ una representacion arco-circular de un grafo G y
. . . !/ "
sea Ry un orden circular asociado a vy € V(G). Si v, v,] es el arco de ¢
. s, . ’ "
asociado a vy, entonces vy, es un vértice tal que su arco asociado [vy vy, ]

en ¢ no es cortado por el arco [vy,v,].
Demostracion. Trivial, dada la demostracion del caso 2 del lema 2.2.2. O

Corolario 2.2.2 Sea ¢ una representacion arco-circular de un grafo G y
sea Ry, un orden circular asociado a vy € V(G). Si [vy,v,] es el arco de
asociado a vy, entonces vy, es un vértice tal que su arco asociado [vllk,v/l/k]
en ¢ corta al arco [vy, vy ).

Demostracion. Trivial, dado el corolario 2.2.1 y sabiendo que, dado que
Ry, es un orden circular, vale vy, , v, ¢ E(I). O
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Corolario 2.2.3 Sea ¢ una representacion arco-circular de un grafo G y
. . / "
sea Ry un orden circular asociado a vy € V(G). Sea vy, v,] el arco de ¢
. . s R ’ "
asociado a vg. Siv; € V(G) es un vértice tal que su arco asociado [v;,v; | en
/ " .
@ es cortado por el arco [vy,v,], entonces vale k < i.

Demostracién. Como [v,, v, | corta a [v;,v; |, por el corolario 2.2.1, v; # vy, .
Supongamos por el absurdo que i < k bajo R;. Esto significa que partiendo
de v’lk y recorriendo el circulo en sentido horario primero se encuentra el
extremo v; y luego v;c. Esto significa que v/lk se encuentra entre v;c y v;.
Como [v,,v,] corta a [v;,v;] esto implica que [v,,v,] corta a [v/lk,v/llk]. Esto
es un absurdo dado el corolario 2.2.1. Por lo tanto bajo Ry vale k < i. O

Corolario 2.2.4 Sea ¢ una representacion arco-circular de un grafo G y sea
Ry, un orden circular asociado a vy, € V(G). Sea [vy,v,] el arco de ¢ asociado
avg. Siv; € V(G),v; # vy, es un vértice tal que su arco asociado [v;,v;] en
@ corta a [vy,v,], y ambos arcos no cubren todo el circulo, entonces el arco
[v},,v1,], asociado a vy, corta a [v;,v;].

. » ! " ! "
Demostracién. Supongamos que [v; ,v;,] no corta a [v;,v;]. Dadas las
. ’ . . !’ " / 1"
hipétesis, y por el corolario 2.2.2, sabemos que tanto [v,,,v;,] como [v;,v; ]
’ 2 ’ 1" !/ "
cortan a [v,,v,]. Luego lo que debe suceder es que [v;,v;] corta a [vy,, vy, ].
Por lo tanto v; cumple con todas las condiciones para ser el primer vértice de
Ry, y numera a v;, con una numeracion mayor que la asignada por gre Es{’/co
es un absurdo dado que vy, # v;, luego la tinica alternativa es que [v;, ,v;, ]

corte a [v,v;].
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2.3 Caracterizacion de grafos overlap de arco-
circulares

Para la formulacion y demostracion de la caracterizacion de los grafos overlap
de arco-circulares (CAO), utilizamos ideas propuestas en una caracterizacion
para grafos circulares de J. Szwarcfiter. El teorema planteado por Szwarcfiter
es el siguiente:

Teorema 2.3.1 ([35]) G es un grafo circular siy sélo si existe una particion

disjunta de aristas G = Q U I de su complemento G y un orden lineal R de

sus vértices, tal que las orientaciones G Q, I inducidas por R satisfacen
para i < j <k,

(B1): (Ul—>UJ)EE(_22>(vi—>Uk)€E(_>. )
(B2): (v; — vj) € E(Cg) A(v; — vg) € E(Cg) = (v; = vg) € E(Cg)
(B3): (vi = v;) € E(G) A (v; = v) € B(G) = (vi = vi) & E(Q).
(B4): (v; — vj) EE(Gﬁ)/\(vj—>vk) EE(I) = (v; — vg) € E( Z
(B5): (v; = vj) € E(Q) A (v; = vg) € E(G) = (v; = v) ¢ E().

El teorema que caracteriza a la clase CAO toma las ideas basicas del
teorema 2.3.1 y refuerza las condiciones pedidas sobre el grafo. De esta
manera se pueden sortear las dificultades adicionales que se presentan al
trabajar con representaciones en overlap de arcos circulares.

Teorema 2.3.2 G es un grafo overlap de arco-circulares si y solo si existe
una particion disjunta de aristas G = Q U I de su complemento G y para
cada vértice v € V(G) existe un orden circular R, asociado a v, Q e I tal que
las orientaciones G;v, Q;U, IEU inducidas por R, satisfacen

para i < j <k,

(B1): (v; — vj) S E(I_%.) = (v; — vg) € E(I_é)

(B2): (vi = ;) € BE(Qr,) N (v; = ) € E(Qr,) = (vi = ) € E(Qr,)
(B3): (v — v3) € E(Gpn) A (1 — v) € E(Gay) = (0 — ve) ¢ E(@)
(B4): (vi = v;) € E(GR,) AN (v; — vi) € E(Ig,) = (vi = vx) € E(Ig,)

(B5): (v; — v;) € E(Qp,) A (v; — ) € E(Gr,) = (v; — vg) & E(Ig,).
y Rs es un desplazamiento circular de Ry para todo s, t € V(G).

Idea intuitiva sobre la demostracion.

La idea basica que utilizamos en la demostracion del teorema consiste en
“linealizar”la representacion en arcos circulares de G' por medio de un orden
circular. Cada orden circular asociado a un vértice v, € V(G) asigna una
numeracion a los vértices del grafo, que permite “ver” a la arcos a través de
un orden total, definido por la funcion s,,, .

Si bien bajo este orden puede perderse informacién sobre algunos solapa-
mientos entre arcos, el orden R, mantiene los solapamientos entre el arco
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asociado al vértice vy, con el resto de los arcos. De esta forma, la funcion s,,,
asigna a los extremos de los arcos un orden tal que respeta sus posiciones
relativas en funcién del arco asociado a vy.

Una vez fijado el orden circular, el grafo debe cumplir las condiciones
(B1)-(B5). Si esto sucede para cada vértice del grafo, el grafo es overlap de
arco-circulares

Demostracién.(=) Sea G un grafo overlap de arco-circulares, ¢ una re-
presentacion en arcos alrededor del circulo de él y sea R; el orden circular
canénico asociado a v; € V(G) para cada vértice de G. Partir las aristas
(vi,v;) € E(G) en subgrafos @) e I de la siguiente manera:

(vi,v5) € B(Q)  ([s(vg) < s(vy) < s(v7) < s(vy)]r,V
[s(v:) < s(v5) < s(vy) < 5(v)]r.)
(vi,v5) € B(I) & [s(v;) < s(v))]r, V [s(vj) < s(vy)]r,

Como R; es un orden circular canénico, esto define una particién disjunta
de aristas del complemento de G, donde en I estdn las aristas de G que
en la representacion sus vértices correspondientes no se intersecan, y en @)
las aristas de G que en la representacién sus vértices correspondientes estén
incluidos uno en otro. De esta forma, por el lema 2.2.2, quedan definidos n
ordenes circulares. Sean G_]izi, Q}i, I;Z. las correspondientes orientaciones de

G, @ e I inducidas por R;. Veamos ahora que se cumplen (B1)-(B5).

B1: Como (v; — v;) € E(Ig,), tenemos [s(v]) < s(v;)]Ri Y [s(v;/) <
s(v;)]r,- Ademds dado que sabemos que bajo el orden R; vale i < j, esto
implica que [s(v; ) < s(v;»)]Ri. También sabemos que bajo R; tenemos j < k
por lo que, por construccién de s, vale [s(v;) < s(v,)]g,- Por lo tanto,
[s(v;) < s(vy)]g, con lo cual (vs,vx) € E(I), y bajo R; esto significa (v; —
v,) € E(Ig).

B2: Dado que (v; — v;) € E(Qgr,) y (v; — v,) € E(Qg,) por cons-
truccién de @ sabemos que en la representacion [v;,v; | C [v;, v;-/] C [v,v] 0
bien [vy, v;] C [v;,v;] C [v;,v;]. Pero como bajo el orden R, vale i < j <k,
dado que R, es un orden canénico su construccién implica que [v;,v;] C
[v;, v;-/] C [vy,, v, ). Por lo tanto, bajo el orden R; vale i < k y eso implica que
[s(v;) < s(vy) < s(v,,) < 8(v; )]g,. Por construccién de @, esto significa que
(vi,v) € E(Q), y bajo el orden R, vale (v; — vy,) € E(Qr, ).

B3: Tenemos que (v; — v;) € E(Gr,) y (v; — v) € E(Gg,). Como
R; es un orden canénico y vale i < j < k, tenemos que [s(v;) < s(v;-) <
s(v;) < s()]r v [s(v)) < s(v) < s(v;) < s(v)]g,- Esto implica que
[s(v;) < s(v)]gr, v [s(vy) > s(v;)]Rr,, con lo cual, por construccién de Q,
tenemos que (v, vp) € E(Q). Por lo tanto, (v; — vy,) ¢ E(Qr,)

Bj: Sabemos que (v; — v;) € E(Gg,)y (v; — v) € E(Ig,). Como R;
es un orden canénico y vale i < j < k, tenemos que [s(v;) < s(v;-) <s(vy) <
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s(v;/)]Ri y [s(v;/) < s(v,)]r,- Esto implica que [s(v;) < s(v,)]r,. Luego,
por construccién de I, tenemos que (v;,v,) € E(I) y bajo el orden R; vale
(v; — v) € E(Ig,).

B5: Como (v; — v;) € E(Qg,), por construccién de @ sabemos que un
arco estd incluido en el otro. Como ademas bajo R, vale 7 < j y como R, es
un orden canénico, sabemos que el arco [vz, v; | estd incluido en [U], Uj] por
lo que vale [s(v;) < s(v ) < s( D < 5( )]g,. Por otra parte tenemos que
(v; — vg) € E(Gp,), con lo cual [s(v ) < s(vy,) < s( ) < s(v)]g,. Porlo
tanto, llegamos a que [s(v;) < s(v,) < s(v; )|g,, €3 de(:1r que ambos arcos se
intersecan. Veamos ahora que sucede baJo el orden R;. Si los arcos [v;, v, |
y [v}, ;] no cubren todo el circulo, por construccién del orden canénico R;
vale que i < j < k. Por otra parte, si [v;,v;] v [v,,v,] cubren todo el
circulo, significa que v; no fue tomado en cuenta como candidato para ser
el primer vértice de R;, por lo que también vale i < 7 < k. Por lo tanto
las desigualdades que valian para R, también valen para R;. Luego, por
construccién de I, vale (v;,vx) ¢ E(I), y esto significa que (v; — vg) ¢
E(Ig,).

Por tdltimo, por el lema 2.2.1, R, es un desplazamiento circular de R; para
todo s, t € V(G).

(<) Sea G un grafo, G = @Q U I una particién disjunta de aristas de
su complemento Gy para cada vértice v € V(G) existe un orden circular
R, asociado a v tal que las orientaciones G;gv, Q;gv, I;gv inducidas por R,
satisfacen (B1)-(B5). Ademads, R, es un desplazamiento circular de R; para
todo s, t € V(G). Probamos que G es un grafo overlap de arco-circulares. El
argumento es por induccién en n. Sin = 1 no hay nada que probar. Vamos a
probar que podemos construir una representacién de arcos [v;,v; | alrededor
del circulo tal que:

(CO) [s(v;) < s(v )]Rv<:>l<]baJOR

(C1) (vi,v5) € E( ) & [s(v;) < s(vy) < s(v;) < s(v;)]rV
s) < s(0]) < () < 5(0] )]n,

(C2) (vi,v;) € E(I) & [s(v]) < s(v))]r, V [s(v]) < 5(v))]r,

Como una consecuencia de (C1) y ( 2) vale:

(C3) (vi,v;) € B(Q) & [s(v;) < s(v;) < s(v]) < s(v;)]r,V
[s(v;) < s(v 1><S< z)<s( )R,

Las implicaciones (B1)-(B5) se mantienen validas cuando nos restringimos
a los subgrafos inducidos G’ de G (y también se mantienen validas para G').
Por lo tanto, podemos aplicar la hipétesis inductiva a G - v, donde v es un
vértice cualquiera de G numerado bajo el orden Ry, de forma que vy, = vy para
algin t entre 1 y n. Esto nos permite construir un conjunto de arcos alrededor
del circulo ¢ — v,, con arcos correspondientes al conjunto de vértices G -
{vy, } y tal que (CO0), (C1) y (C2) son satisfechas. Luego obtenemos un nuevo
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conjunto de arcos alrededor del circulo insertando apropiadamente en ¢ — vy,
un nuevo intervalo [v;, v, ], sin cambiar las posiciones relativas de los otros
arcos. Este nuevo intervalo corresponde al vértice vy, , y se inserta de la
siguiente manera:

.., /
(D1) Posicion de vy, .
e Insertar inicialmente a vt entre vt 1Y v, 1, de tal forma que no exista
ningun extremo de arco entre vt y vt 1,

e Desplazar a vtk en el sentido anti-horario mientras exista algiun extremo
de arco entre v;/k v v, . Y 1o se sobrepase a ningun extremo v, , tal
que:

L. (vi,v) € E(I).
2. Bajo Ry valga t < 1.

.., "
(D2) Posicion de vy, .
e . " / ’ .
e Insertar inicialmente a v, entre v, ; y v, de tal forma que no exista
. , " 7
ningun extremo de arco entre v, y v, .
k k

1" . . . . . ’
e Desplazar a v, en el sentido anti-horario mientras exista algin extremo
/ " . . . .
de arco entre v, y v, y se cumplan las siguientes condiciones:

1. No sobrepasar a ningtin v; tal que (v;,v;) € E(G) y al sobrepasarlo
[v;, v, ] quede incluido en [vz, vy .

2. No sobrepasar a ningtin v; tal que (v;,v;) € E(Q) y al sobrepasarlo
[v;,v; ] deje de estar incluido en [vy,v; .

3. No Sobrepasar a ningtin v; tal que (vi,v;) € E(G) y al sobrepasarlo
[v;,v; ] deje de intersecar a [v;, v, |.

Probamos que el grafo resultante de la construccién anterior satisface la
hipétesis. Las condiciones (C0), (C1) y (C2) valen para los vértices v; con
t # t por hipétesis inductiva. Mostramos que la construccién ¢ satisface
estas condiciones en relacién al vértice v;. Estas condiciones son:

(E0) [s(v) < s(v ')] & i < j bajo R, )
(EL) (03, 01) € B(G)  [s(0]) < s(0) < (o) < 50,V

(o) < s(0)) < 5(0/) < 5(!
(E2) (v, 1) € B(I) & [s(v)) < s(vy)]n, v [s(0]) < s(v])]n

A lo largo de la demostracién a los contrarreciprocos de (B1)-(B5) los
llamaremos («=B1)-(«<=B5).
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Prueba para (EO).

Por hipétesis inductiva tenemos que [s(v;) < s(v;)]g, < i < j bajo R,,
con ¢ # j # t. Veamos que esta propiedad también Vale para t bajo Ry. Por
(D1), v, quedé posicionado entre v;,_; v v,,,,. Luego, por construccién de s,
[s(v;_,) < s(vy) < 3<Ut+1)]Rk y naturalmente bajo Ry valet —1 <t <t+ 1.
Por lo tanto [s(v;) < s(v )]Rk < 1 < j bajo Rj. Analicemos ahora los que
sucede con Ry, q # k. Como R, es un desplazamiento circular de Ry, bajo
R, el vértice v, es el inmediato posterior a vy_1 o el inmediato anterior a vy 1.

Caso 1: v, es el inmediato posterior a v,_; bajo R,.
Por construccién de s, [s(v,_;) < s(v;)]r, y por hipétesis tenemos [s(v'_l) >
s(v;)]r, para todo i > t+1. Ademds vale t —1 < ¢, luego [s(v;) < 5(v})]r, <
i < j bajo R,.

Caso 2: v, es el inmediato anterior a v,41 bajo R,.
Por construccién de s, [s(vt) < s(vy4)] R, ¥ por h1p0t681s tenemos [s(v;) <

s(vy1) R, para todo i < t — 1. Luego [s(v;) < s(v )]R & i < j bajo R,
Por lo tanto queda probado (EO).

Prueba para (E1).

(=): Asumamos que (vz,vt) € E(G). Si [s(v;) < s(v;) < s(v;) <
s(v)]r, V [s(v;) < s(v;) < s(v;) < s(v/)]R es falso, como la construccion
de s asegura [s(v;) < s(v;)|r, v [s(v;) < s(v])]R,, lo tinico que podria pasar
es uno de los siguientes cuatro casos:

L [s(v;) < s(v)) < s(vy) < s(v;)]R,
2. [s(vy) < s(vy) < s(v;) < s(v)]r,
3. [s(v;) < s(vy) < s(v)) < s(v;)]r,
4. [s(vy) < s(v;) < s(v)) < s(vy)]r,

Caso 1: [s(v;) < s(v;) < s(v;) < s(v; )]R,-

| L
?_\

.« s ’ 1"
Por construccién de s, sabemos que el arco [v;, v; ] no corta al arco [Ut, vt]

. ’ 1"
Veamos que tampoco pasa lo contrario. Asumamos que [v;, v, | corta a [v;, v; |.

Por construccion de s sabemos que v; # vy, y que ambos arcos no cubren todo
7z . / " !/ "
el circulo, luego por el corolario 2.2.4, vale que [v; , v, | corta a [vt, v, ]. Como

[v;, v, ] corta a [v;,v; ], por construccién de s tenemos que [s(v;) < s(v;)]g,-
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Esto es un absurdo, dado que contradice las hipdtesis. Por lo tanto, los arcos
/ " ! 17 .
[v;,0;] v [v;,v, | no se intersecan. ) /
Luego, por (D2), al posicionar v, se sobrepasé a v; y los arcos dejaron de
intersecarse, con lo cual por (D23), tenemos (v;,v;) ¢ E(G), una contradic-
cion.

Caso 2: [s(v;) < s(v;) < s(v;) < s(v] )]r,-

P

Por construccién de s, sabemos que el arco [v,, v, ] no corta al arco [v;, v; |.
Veamos que tampoco pasa lo contrario. Supongamos que [v;,v;] corta a
[v;, v, ]. Luego, por el corolario 2.2.3, bajo R; vale i < t. Luego, por (EO0),
[s(v;) < s(v;)]g,- Esto es una contradiccién, con lo cual ambos arcos no se
intersecan en la representacion.

Luego, por (D2), al posicionar v;/ se sobrepasd a v; y los arcos dejaron de
intersecarse, con lo cual por (D23), tenemos (v;,v;) ¢ E(G), una contradic-
cion.

Caso 3: [s(v;) < s(v;) < s(vy ) < s(v; )R,

— 1 T~
Por construccion de s tenemos que en la representamon el arco [vt,vt]
estd incluido en el arco [v;, v, ]. Por (D2), al posicionar v, se sobrepasé a v,

y en ese momento el arco [vt, v, ] pasé6 a estar incluido en [v;, v;|. Por (D21),
tenemos (v;, v¢) ¢ F(G), una contradiccion.

Caso 4: [s(v,) < s(v;) < s(v;) < s(v;)]m,-
— t T~
A

.z / " ] .
Por construccién de s sabemos que el arco [v;,v; ] estd incluido en el arco

’ 1"
[ve, vy ). ,
Por (D2), no se siguié desplazando a v, en sentido anti-horario porque
. 7 " . .
existe un extremo de arco entre v; y v, que cumple con una de las siguientes
condiciones:
. 1" . / "
1. Existe un v; tal que (v;,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;, v, ]| queda
. . ’ 1’
incluido en [v;, v;].



2.3. Caracterizacion de grafos overlap de arco-circulares 17

1"

2. Existe un U;/ tal que (v;,vy) € E(Q) y si se lo sobrepasa, [U;-,Uj] deja
de estar incluido en [vy, v} .

3. Existe un v;- tal que (vj,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;, v, ] deja de

. / 1"
intersecar a [v;, v;].

Si v;-/ = v, , estamos en la condicién 2 y (vs,v,) € E(Q). Esto es un
absurdo, luego el extremo que impidio el desplazamiento de U;/ no es U;/.

Caso 4.1: Existe un v;-' tal que (v;,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;, v, |

. . ’ "
queda incluido en [v;, v;].

Analicemos qué sucede bajo el orden R; en funcién de las posiciones

. / "
relativas de los extremos de los arcos. Sabemos que el arco [v;,v;] corta a
’ 1 1 , 1" " I 1" . .
[vg,v;]. Como v estd entre v; y v, el arco [v;,v;] estd incluido en el arco

[v;, v;-/], con lo cual [v;-, v;./] corta a [v;,v; |. Por el corolario 2.2.3, bajo R; vale

j < t,i. Como [v;,v;] estd incluido en el arco [v;, v, ], por construccién de s
tenemos que [s(v;) < s(v;) < s(v;)]g,, y por (E0) bajo R; vale j <t < i.

Por otra parte, vale [s(v;) < s(v;) < s(v;) < s(v;-/)]Rj, luego por (C3)
tenemos que (vj,v;) € E(Q). Luego, (v; — v;) € E(Q}j) y (v; — v) €
E(G;gj). Por («<=B3), (v — v;) ¢ E(G_}:‘g].) y como t < i vale (v;,v;) ¢ E(Q).
Esto es un absurdo, por lo que este caso no puede ocurrir.

Caso 4.2: Existe un v;/ tal que (vj,v;) € E(Q) y si se lo sobrepasa, [v;, v;»/]

deja de estar incluido en [v;, v, .

. . / " ’ " ’ "
Esto s‘lgmﬁca que el arco [v;, v, ]‘cc.)rta tanto a [v;,v; ] como a [vj, v;]. Por
el corolario 2.2.3, bajo R; vale t < 1,7
Bajo este caso se presentan tres alternativas en funcion de la posicién del
extremo v;.

Caso 4.2.1: v

/

" "
; se encuentra entre v; y v;.

/i“t'\J\

PR
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; /] no se intersecan. Por
< ( ;)]Rz Lueg07 por <C2>7

"
Como en la representacioén los arcos [v;, v; | v [v

construccién de s vale [s(v; ) < s(v )] Vs v;/
(Ui, ’Uj) € E(I)

Bajo R; tenemos que t < 7, j. Por la posicion relativa de v;, sabemos que
[s(v;) < s(v})]g, y por (EO), esto implica que ¢ < i < j. Luego, (v; — v;) €
E(IRt) (vp — v;) € E(Q;t). Por (<B4), (v, — v;) ¢ E(G}t) y como t < i
vale (v; — v¢) ¢ E(G). Esto es una contradiccién.

! / 1
Caso 4.2.2: v; se encuentra entre v; y v, .

En la representacién los arcos [v;,v; ] y [v],v]] se solapan. Como [v;, v; ]

corta a [vj,vj] por el corolario 2.2.3 bajo R; vale i < j y esto implica que
[s(v;) < s(v J) < s(v)) < s( Ng,. Por (C1), (vi,vj) € E(G).
Bajo R; tenemos que t < 7, 7. Por la posicion relativa de v;-, sabemos que
[s(v;) < s(v )]Rt y por (EO), esto implica que ¢t < ¢ < j. Luego, (v; — v;) €
E(Gg,) y (v — v;) € E(Qg,). Por (<B3), (v, — v;) ¢ E(Gg,) y como t < i
vale v;, v, ¢ E(G), un absurdo.

’ / /
Caso 4.2.3: v; se encuentra entre v, y v,.

En la representacién el arco [v;,v;] estd incluido en el arco [v}, v;]. Como

[vj, v]] corta a [vz, v; ], por el corolario 2.2.3, bajo R; vale j < iy esto implica
que [s(v j) < s(vy) < s(vy ) < s( )]R Por (C3), (vj,v;) € E(Q).

Bajo R; tenemos que t < 7, j. Por la posicion relativa de v;, sabemos que
[s(v;) < s(v;)]g, y por (EO), esto implica que ¢ < j < 4. Luego, (v, — v;) €

(QRt) (v; — v;) € E(Qg,). Por (B2), (v, — v;) € E(Qg,) y como t < i

vale (v;,v;) € E(Q). Esto significa que (v;,v;) ¢ F(G), una contradiccion.
Por lo tanto el caso 4.2 no puede ocurrir.

Caso 4.3: Existe un v tal que (vj,v;) € E(G) y si se sobrepasa, [v;, v} ]
deja de intersecar a [v;,vj]
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. . I 1" . / "
Esto significa que el arco [v;, v, ] junto con el arco [v;,v;] no cubren todo

el circulo. La posicion de v;» nos indica que el arco [v;,v; ] no corta al arco
[v}, v;]. Elhecho que [v;,v;] y [v},v}] no cubren todo el circulo sumado a que
[v;,v;] estd incluido en [vy, v, |, implica que [v;-, v;/] no corta a [v;,v;]. Por lo
tanto, los arcos [v;,v; | y [v;-, v;'] no se intersecan en la representacion.

Por construccién de s esto implica que [s(v; ) < S(U;)] Ri\/[s(v;-/) < 5(v))|R,-
Luego, por (C2), (v;,v;) € E(I).

Como [v;,v;] corta tanto a [v;,v;] como a [v},v}], por el corolario 2.2.3
sabemos que bajo R, vale t < 4,j. Esto significa que [s(v;) < s(v;-)}Rt y
por (E0), esto implica que ¢t < i < j. Por lo tanto (v; — v;) € E(Ir,) vy
(v, — v;) € E(Gg,). Por (<B4), (vy — v;) ¢ E(Gg,) y como t < i vale
(vi,v1) ¢ E(G), un absurdo. Esto significa que el caso 4 no puede ocurrir,
de modo que la tnica alternativa es que valga [s(v;) < s(v;) < s(v;) <

s(v)]r, V [s(vy) < s(v;) < s(v)) < s(v])]..

(«): Asumamos que vale [s(v;) < s(v;) < s(v;) < s(v;)]g, V [s(v;) <

s
s(v;) < s(vy) < s(v; )]r, v supongamos que (v;,v;) ¢ E(G). Analicemos los
dos casos que se presentan por separado:

Caso 1: [s(v;) < s(v;) < s(vy) < s(v; )R,

T

A/tq

N

Bajo este caso, notemos que el arco [v;,v; | no corta al arco [v;, v, ], por-
que si asi fuera, el lema 2.2.3 nos diria que bajo R; vale i < t y por (E0)
llegarfamos a que [s(v;) < s(v;)|g,, un absurdo. Luego, como ambos arcos
no cubren todo el circulo, al desplazar vg para alcanzar su posicién definitiva
se sobrepasé a v; . Al sobrepasarlo, [v;,v; ] dejé de estar incluido en [v;, v, ],
por lo tanto por (D23) (v;,v;) ¢ E(Q). Por hipétesis (v;,v;) ¢ E(G), luego
la tinica posibilidad es que (v;,v;) € E(I).

Por (D2), no se siguié desplazando a v;/ en sentido anti-horario porque
existe un extremo de arco entre v; y v; que cumple con una de las siguientes

condiciones:
1. Existe un v;-/ tal que (v;,v;) € BE(G) y si se lo sobrepasa, [v;,v;] queda
incluido en [v;», v;-'].

2. Existe un v;/ tal que (/Uj,/})t) € E(Q) y si se lo sobrepasa, [v;-,vj] deja
de estar incluido en [v,, v, ].
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3. Existe un U; tal que (vj,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;, v; ] deja de

. / 1
intersecar a [v;, v;].

Si v; = v;, estamos en la condicién 3 y (v;,v,) € E(G). Esto es un
absurdo, luego el extremo que impidio el desplazamiento de U;/ no es v;.
Caso 1.1: Existe un v;»' tal que (v;,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;, v, ]

. . ’ "
queda incluido en [v;, v;].

Por la posicion relativa de los extremos de los arcos sabemos que el arco
[, v;] corta tanto a [v;,v;] como a [v;,v;]. Luego, por el corolario 2.2.3,
bajo R; vale j < t,i. En la representacion los arcos [v;,v;-'] y [v;,v;] se
solapan, luego por construccién de s esto implica que [s(v;) < s(v;) < S(U;I) <
S(’U;/)]Rj. Por (C1), (vj,v;) € E(G).

Como vale j < t,1, dada la posicién relativa de los extremos de los arcos,
por construccién de s tenemos que [s(v;) < s(v;) < s(v;)]g,. Por lo tanto,
por (EO0), bajo R; vale j < t < i. Esto significa que (v; — v;) € E(G}j)
y (v; — ;) € E(G’;zj). Por (<B4), (v; — v;) ¢ E([Ej) y como t < i vale
v;, vy ¢ E(I). Esto contradice la hipétesis.

Caso 1.2: Existe un v;-/ tal que (vj,v;) € E(Q) y si se lo sobrepasa, [v;-, v;./]
deja de estar incluido en [v;, v, .

. ’ " , . . ’ 7

Bajo este caso, el arco [v;,v;] estd incluido en el arco [v;,v,]. Sabemos
/ " ’ " / " .

que el arco [v;, v, ] corta tanto a [v;,v;] como a [v;,v;]. Luego, por el corolario

17 7

2.2.3, bajo R; vale t < j,1. Este caso presenta dos alternativas:

/ / "
Caso 1.2.1: v; se encuentra entre v; y v;.

Bajo R; vale t < i,j, vy el arco [U;-, U;-/] estd incluido en el arco [v;, v, |. Por

construccién de s vale [s(v;) < s(v;)]g,. Por (E0) tenemos que t < i < j bajo
R,. Luego (v, — v;) € E(Ig,), pero por (B1) esto implica que (v, — v;) €



2.3. Caracterizacion de grafos overlap de arco-circulares 21

E ([;t)- Esto contradice la hipdtesis que afirma (v, v;) € E(Q), con lo cual
este caso no puede ocurrir.

’ / /
Caso 1.2.2: v; se encuentra entre v, y v;.

e, / . . .7
La posicion de v; nos indica que en la representacion los arcos [U v, ] y

[v;,v;/] se solapan. Como [vj, vj] corta a [UZ,’UZ] por el corolario 2.2.3, bajo
R; vale j < iy esto implica que [s (v;) < s(v;) < s( ) < s(v;)]g,. Por (C1),
(vi,v;) € E(G).

Como bajo R; vale t < i,j, y v; se encuentra entre v; y v;, sabemos
que [s(v;) < 5(v;)]g,- Por (E0), tenemos que bajo R; vale t < j < i y por
construccién de s, (v, — v;) € E(Qg,) vy (v; — v;) € E(Gg,). Por (B5),
(v; — v;) & E(Ig,) y como t < i vale (v;,v;) ¢ E(I). Esto contradice las
hipétesis, por lo cual el caso 1.2 no puede ocurrir.

Caso 1.3: Existe un v' tal que (v;,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;, v, ]

deja de intersecar a [v] v, j]

N

Bajo este caso el arco [v;, ;| se solapa con el arco [vj,v]] Sabemos que
el arco [v;,v; ] corta tanto a [vj,vj] como a [v;,v; ]. Luego, por el corolario
2.2.3, bajo R; vale t < j,1.

Dada la posicién de v;-, vale [s(v;) < s(v )]Rt Por (EO) tenemos que
t < i< jbajo Ry. Luego (v; — v;) € E(Ig,), pero por (B1) esto implica que
(v; — v;) € E(Ig,). Esto contradice la hipGtesis que afirma (v;, v,) € E(G),
con lo cual el caso 1 no puede ocurrir.

Caso 2: [s(v;) < s(v;) < s(v; ) < s(v; )]r,-

I

N

Veamos primero que bajo este caso (v;,vt) ¢ E(I). Supongamos por el
absurdo lo Contrarlo Por (Dl) sabemos que Ut esta entre v; LY v 1 Por
otro lado, v; estd entre v, y v, , por lo tanto v, estd entre v, , y v;. Esto
presenta dos alternativas:
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" , ! ’ . ! 7

”Caso a: v; esta entre v,_; y v, . Por (D1), al insertar a v, se sobrepasé
a v; y esto significa que (v;,v¢) ¢ E(I). Esto es un absurdo, luego este caso
no puede ocurrir.

Caso b: v; estd entre v,,, y v, . Esto implica que el arco [v;,v; ] corta al
arco [v, 1, v;;l] y por el corolario 2.2.3 bajo R, vale i < t41. Por construccién
de s vale [s(v;) < s(vyq) < s(v;)]R,, y por (C2) esto significa que (v,,th) ¢
E(I). Por lo tanto (v; — v44q) ¢ E([R) por (<Bl), (v; — v;) ¢ E([R)
Como el arco [v;,v; ] corta al arco [v;,v; |, por el corolario 2.2.3 sabemos que
bajo R; vale i < t, luego (v;,v;) ¢ E(I), una contradiccion.

Por lo tanto (v, v;) ¢ E(I). Como por hipétesis suponemos que (v;, v;) ¢
E(G), la tnica posibilidad es que (v;, vy) € E(Q).

Por (D2), no se siguié desplazando a v;/ en sentido anti-horario porque
existe un extremo de arco entre v; y v; que cumple con una de las siguientes

condiciones:
1. Existe un v” tal que (vj,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;,v, ] queda

incluido en [v T v] ).

2. Existe un vj tal que (v;,v;) € E(Q) v si se lo sobrepasa, [v},v;] deja

]7 .7
de estar incluido en [vy, v, .
3. Existe un v} tal que (vj,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;, v, ] deja de

intersecar a [UJ, v; 7.

No puede ocurrir que v = U , dado que en ese caso estariamos bajo la
condicién 1 e implicaria que (v;, vt) € E(G), contradiciendo la hipdtesis.

Caso 2.1: Existe un v} tal que (v;,v;) € E(G) y si se sobrepasa, [v;, v, ]

queda incluido en [vj, v]]

Este caso presenta dos alternativas:

/ " /
Caso 2.1.1: v; se encuentra entre v; y v;.

Luego el arco [vl, v; | estd incluido en el arco [vj, vj] Como el arco [v}, vj]
corta tanto a [v;,v; | como a [v;,v; ], por el corolario 2.2.3, sabemos que bajo

Y1

R; vale j < i,t. Esto implica que [S(U;) < s(v;) < s(v;) < s(v;)]g,. Por
(C?)), (Ui,Uj) € E(Q)
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Como t < 1, 7, dadas las posiciones relativas de los extremos de los arcos,
tenemos que [s(v;) < s(v,)]g,. Por (E0), tenemos que bajo R; vale j < i < t.
Luego (v; — v;) € E(Qr,) y (vi — v) € E(Qr,). Por (B2), (v; — v) €
E(Qg;,), lo que significa que (v;,v;) € E(Q). Esto contradice la hipdtesis que
afirma (v;,v;) € E(G), por lo cual este caso no puede ocurrir.

Caso 2.1.2: v

/ /
; se encuentra entre v; y v;.

En este caso el arco [v;,v; | se solapa con el arco [v;-, v;f]. Como [v}, V] ]
corta a [v;, ’U;-/], por el corolario 2.2.3 sabemos que bajo R; vale ¢ < j. Luego
vale [s(v;) < s(v;) <s(v;) < s(v;-/)]Ri y por (C1) tenemos que (v;,v;) € E(G).

Como el arco [v;,v; | también corta al arco [v;,v, ], por el corolario 2.2.3
sabemos que bajo el orden R; vale ¢ < j,t. Por las posiciones de los extremos
de los arcos tenemos que [s(v;) < s(v;) < 5(v;)]r,, con lo cual, por (E0) bajo
R; vale i < j < t. Esto implica que (v; — v;) € E(Gg,) y (v; — v) €
E(Ggr). Por (B3), (vi,v;) ¢ E(Qg,), un absurdo dado que por hipétesis
(vi, vr) € E(Q).

Caso 2.2: Existe un v;-/ tal que (v;,v) € E(Q) y si se sobrepasa, [U;, v;/]
deja de estar incluido en [v;, v, .

Aqui se presentan dos alternativas

! / "
Caso 2.2.1: v; se encuentra entre v, y v, .

’ " / "
En este caso el arco [v;,v;] se solapa con el arco [v;,v;]. Sabemos que el

!/ " / 1" / " .
arco [v;, v; ] corta tanto a [v;, v;] como a [v;, v, ]. Luego, por el corolario 2.2.3,

bajo R; vale i < j,t. Por construccién de s vale [s(v;) < s(v;-) < s(v;) <
s(v;/)]Ri, con lo cual por (C1), vale (v;,v;) € E(G).
Dada la posicion de v;, y sabiendo que bajo R; vale i < j,t por construc-

cién de s vale [s(v;) < s(v;) < s(v;)]g,, y por (E0), bajo R; vale i <t < j.
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Esto significa que (v; — v;) € E(Qg,) y (v — v;) € E(Qg,). Por (B2), esto
implica que (v; — v;) € E(Qg,), contradiciendo el resultado anterior que
afirma (v;,v;) € E(G). Por lo tanto este caso no puede ocurrir.

/ 1" 1"
Caso 2.2.2: v; se encuentra entre v; y v;.

Caso 2.2.2.1: Supongamos que en la representacion los arcos [v;,v;»/] y

/ 1" .
[v;,v; | no se intersecan.

17 7

Esto implica que [s(v; ) < s(v})]Ri v [s(v;) < s(v;)]r, y por (C2) (vi,v;) €
E(I).

Como [v;,v; | corta a [v;, v, ], por el corolario 2.2.3 bajo R; vale i < t. Si
bajo R; tenemos que j < i, luego (v; — v;) € E(Ig,) y por (B1), (v; — v;) €
E(Iz). Esto es un absurdo dado que (vj,vy) € E(Q) por hipdtesis. Por
otro lado si bajo R; vale ¢ < j, por construccién de s tenemos que [s(v;) <
s(vy) < s(v;)]Ri. Esto por (E0) implica que bajo R; vale i < t < j. Luego
(vi = v) € E(Qr,) y (ve = v5) € E(Qg,). Por (B2), (v; = v;) € E(Qr,) y
esto es un absurdo dado que habiamos llegado a que (v;,v;) € E(I). Luego
este caso no puede ocurrir.

!

. / /.
/ C,’,aso 2.2.2.2: Supongamos que en la representacion los arcos [vj,vj] y
[v;,v; | se intersecan.

"

’ L. . ’ 7z C ey
Como el arco [v;, v;] estd incluido en el arco [v;,v,] y dada la posicién de
/

/ . .
v;, esto significa que [v;

" . ! 1" ’
i, V; | junto con [v,, v, | cubren todo el circulo. Luego,
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por el corolario 2.2.3 bajo R; vale t < i. Por otra parte como (v; — v;) ¢
E(Iz,), por (<B1), (v; — v41) € E(Ig,) y como bajo Ry vale t < t + 1,
tenemos que (v, vi41) ¢ E(I) (este dato serd usado mas adelante).

Analicemos nuevamente la posicién de v;. Como habfamos dicho ante-
riormente, v; estd entre v, y v, , por lo tanto v; estd entre v, ; y v,. Esto
presenta dos alternativas:

Caso a: v; estd entre v, |y v;H. Por (D1), al insertar a v, se sobrepasé
a v, y como (v;,v;) ¢ E(I), bajo R, debe valer i < t. Esto es un absurdo,
luego este caso no puede ocurrir.

Caso b: v; estd entre v, ; y v, . Esto implica que el arco [v;,v; | corta al
arco [v, 1 v;rl] y por el corolario 2.2.3 bajo R; vale 1 < t41. Por construccion
de s vale [s(v;) < s(v,1) < s(v; )]g,, y por (C2) esto significa que (v;, vi1) &
E(I). Analicemos las posibilidades restantes sobre el arco (v;, vy41):

Caso b1: (v, ve11) € E(Q).

Bajo R; vale i <t + 1 luego, por (C3) y (E0), esto significa que [s(v;) <
s(v ) < s(v;rl/) < s(v;)]g, v por la posicién de los extremos de [v},v; ],

implica que [s(v;) < s(vy.q) < s(vq) < s(v;)]g,. Esto significa que en la

<z " . . .
representacién los arcos [v,,1,v,,,] ¥ [v;,v;] no se intersecan. Esto implica

que [s(viyr) < s(v)]r, V [s(v)) < s(vpi)]r, ¥ por (C2) (vesr,v;) € E(I).

Caso b1.1: (v;,v;) € E(Q).

Notemos que el arco [v;, v, ] corta a los arcos [v 1, v,q], [V, 0; ] ¥ [v;-, v;/].
Luego, por el corolario 2.2.3, sabemos que bajo R, vale t <t 41,4, 5. Luego
por construccién de s tenemos que [s(v,) < 8<U;+1) < s(v;) < s(v})]Rt y por
(E0) vale t < t+1 < i < j. Luego (vi1 — v;) € E(Qr,), (vi — v;) € E(Qg,)
y por (B2) (vr41 — v;) € E(Qg,), un absurdo.

Caso b1.2: (v;,v;) € E(G).

Como el arco [v;, v, ] corta a [v;-, v;»/], bajo R; vale t < j. Ademés sabemos
quet <t+1,y como t+1 es el inmediato siguiente a t bajo R; tenemos que
t<t+1<y.

Supongamos que (vy, vi11) € E(G). Luego (v, — vi1) € E(Gp,), (v —
vj) € E(I;zt), y por (B4), (v; — v;) € E(Ig,). Como bajo R, vale t < j,
tenemos que (v, v;) € E(I), un absurdo.

La otra alternativa es que (v, vi11) € E(Q). Recordemos que bajo R;
vale 1 <t <t+1.

Veamos que bajo R; vale j < ¢. Siwv; = vy, no hay nada que probar. Si, en
cambio, v; # vy,, como el arco [v;, v;/] corta a [v;, v; | y ambos arcos no cubren
todo el circulo, por el corolario 2.2.4 vale que [v;,,v] ] corta a [v},v;-/]. Por
construccion de s esto implica que [s(v;) < 5(v;)]g,, v por (E0) esto significa
que bajo R; vale ¢ < j. B .

Luego (v; — w) € E(Qr,), (v = vya) € E(Qr,) y por (B2) (v; —
V1) € E (Q;%) Esto es una contradiccién, por lo cual este caso no puede
ocurrir.

Caso b2: (v;,v141) € E(G).
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Sabemos que el arco [vy, ;] corta a [v,,q,v, 4] ¥ a [v;,v;]. Luego, por el
corolario 2.2.3 bajo R; vale t <t 4 1,7. Como v;H es el extremo inmediato
posterior a v; tenemos que t <t + 1 <7 bajo R;.

Si (vi, vi41) € E(G) vale que (v; — v11) € E(GR,), (Vis1 — v3) € E(GR,)
y por (B3) (v; — v;) ¢ E(Qg,). Esto es una contradiccion, por lo tanto la
unica alternativa es que (vy, v441) € E(Q).

Si esto sucede, analicemos lo que pasa bajo R;. El arco [v;,v;] corta
tanto a [v;, v, ] como a [v,,, v,.4]. Luego, por el corolario 2.2.3, bajo R; vale
i < t,t+1y esto por construccién de s implica que [s(v;) < s(v,) < s(v,.1)|r
Luego, por (EO0), en R; vale i <t <t+ 1.

Entonces tenemos que (v; — v) € E(Qr,), (v; — vs1) € E(Qr,) y por
(B2) (v; — vi41) € E(Qr,). Esto es una contradiccion, dado que asumiamos
que (vi,v41) € E(G).

En conclusién, en la representacién los arcos [v;-, v;-/] y [v;,v; ] no se inter-
secan y el caso 2.2.2.2 no puede ocurrir.

R

Caso 2.3: Existe un v;- tal que (vj,v;) € E(G) y si se sobrepasa, [v;, v, ]

. . ’ "
deja de intersecar a [v;, v;].

/«R\

RN

Esto implica que los arcos [v;,v; | y [v;-, v;/] no cubren todo el circulo. Por
la posicién de v; y v; en la representacién, esto significa que el arco [v;,v; ]
no puede estar incluido en el arco [U;, v;/].

Analicemos las diferentes alternativas en funcion de la posicion de los

’ 1" / " .,
arcos [v;,v;] y [v;,v;] en la representacion.

’ " ’ " .
Caso 2.3.1: Los arcos [v;,v;] ¥ [v,v;] no se intersecan.

Por construccién de s esto significa que [s(v;) < s(v;)] Rr V [s(v}’) <
s(v;)]r,, con lo cual, por (C2), (v;,v;) € E(I).

Veamos que ocurre bajo R,. Como el arco [v;,v,] corta al arco [v;-,v;-'],
por el corolario 2.2.3 sabemos que bajo R; vale t < j.

Por otro lado, el arco [v;,v;] es cortado por el arco [v;,v;]. Veamos que
bajo R; vale ¢+ < t. Si v; = vy, no hay nada que probar. Si, en cambio,
v; # v1,, como [vy, v, ] ¥ [v;,v; ] no cubren todo el circulo (porque sino [v;, v; |

/ 1 . , 1 1 . 1 ’ 1"
y [v;,v;] se intersecarian), por el corolario 2.2.4 tenemos que el arco [v,, v;,]
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corta al arco [v;, v; |. Por construccién de s esto significa que [s(v;) < s(v;)]g,,
y por (EO) bajo R; vale i < t.

Luego vale (v; — v;) € E(Qr,), (v — v;) € E(Gp,) y por (B5) (v; —
v;) & E(Ig,). Como bajo R, vale i < j, luego (vi,v5) ¢ E(I), lo cual es un
absurdo.

Caso 2.3.2: El arco [v;-, U;-/] estd incluido en el arco [v;,v; ].

/tx\j

. ’ " / "
Bajo este caso el arco [v;, v;] es cortado tanto por el arco [v;, v, ] como por

el arco [v;,v;]. Veamos que bajo R; vale t < i < j. Por la posicién relativa

de los extremos del arco [v;, v; |, sabemos que v; # v1,, porque el arco [vy, v, ]
cumple las condiciones para ser el primer vértice de R; y numera a v; con
un niimero mayor. Como el arco [v;,v; | junto con [v;, v;»/] no cubren todo el
circulo, por el corolario 2.2.4 sabemos que [v’lj,v'{j] corta a [v;,v; ]. Luego si
v; = vy, por construccién de s vale [s(v,) < s(v;) < s(v;.)]Rj, y por (E0) bajo
Rjvalet <1 < j. Siv # vy, como el arco [v;, v, | junto con [U;, 'U;-l] no cubren
todo el circulo, por el corolario 2.2.4 sabemos que [v’lj,vlllj] corta a [v,,v, | ¥
a [v;,v;]. Luego, por construccién de s vale [s(v;) < s(v;) < s(v;)]Rj, y por
(EO0) bajo R; vale t < i < j.

Por construccién de s, esto implica que [s(v;) < s(v;») < s(v;/) < S(U;/)]Rj,
con lo cual, por (C3), (v;,v;) € E(Q)

Luego vale (v; — v;) € E(Q;zj) y que (v; — v;) € E(Q}j). Por lo
tanto, por (B2) (vy — v;) € E(Q_;:gj) Como bajo R; vale t < j, luego
(vj,v) € E(Q), lo cual es una contradiccion segin las hipdtesis.

Caso 2.3.3: El arco [U;, v;/] se solapa con el arco [v;,v; .
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Como el arco [U;,U;/] corta a [v;,v; ], por el corolario 2.2.3 bajo R; vale
J < i. Veamos que ademés bajo R; vale ¢ < j. Si v; = vy, no hay nada
que probar. Si, en cambio, v; # vy, como el arco [v,v,] junto con [v;,v;/]
no cubren todo el circulo, por el corolario 2.2.4 sabemos que [v’lj , v’l/j] corta a
[v;, v, . Luego, por construccién de s vale [s(v;) < s(v;)]R]., y por (E0) bajo
Rj vale t < j.

Esto implica, por construccién de s, que [s(v;) < s(v;) < s(v;) < s(v;/)]Rj.
Por (C1) vale (v;,v;) € E(G).

Caso 2.3.3.1: Supongamos que el arco [v;,v;] junto con [v;,v;] cubren
todo el circulo.

/t_\\j

Esto significa que [vy,v,] corta tanto a [v},v;] como a [v;,v;], y por el
corolario 2.2.3, bajo R; vale t < 7,7. Luego, por construcciéon de s tenemos
que [s(vy) < s(v;-) < 5(v;)]g,, y por (E0), bajo R, vale t < j < i.

Luego, tenemos que (v; — v;) € E(Gr,) y que (v; — v;) € E(Gg,). Por
lo tanto, por (B3) (v, — v;) ¢ E(Qg,). Como bajo R, vale t < i, luego
(vj,v) ¢ E(Q), lo cual es una contradiccion segin las hipdtesis.
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Caso 2.3.8.2: Supongamos que el arco [v;, v, ] junto con [v;, v, | no cubren
todo el circulo.

/tx\j

Veamos que bajo R; vale ¢+ < t. Si v; = v, no hay nada que probar.
Si, en cambio, v; # wvy,, como [v;,v;] v [v;,v;] no cubren todo el circulo,
por el corolario 2.2.4 tenemos que el arco [v;,,v;,] corta al arco [v;,v;]. Por
construccién de s esto significa que [s(v;) < s(v;)|g,, ¥ por (E0) bajo R; vale
i < t. Ademas sabfamos que t < j, luego bajo R; vale i <t < j.

Veamos lo que sucede bajo R;. Como [v;,v; | corta a [v;,v; ], por el coro-
lario 2.2.3, bajo R; vale i < t. Siwv; = vy, tenemos que bajo R; vale j <@ < t.
Si esto no es asf, como [v;, v; ] es cortado por [v;,v;] y ambos arcos no cubren

todo el circulo, por el corolario 2.2.4 tenemos que el arco [v;i,v;/i] corta a
[v;-, v;-/]. Por construccién de s esto significa que [s(v;) < 5(v;)|g,, vy por (E0)
bajo R; vale 7 <1 < t.

Entonces tenemos que bajo R; vale 1 <t < j y bajo R; vale j < i < t.
Como ademds sabemos que (v, v;) € E(G), por propiedad de orden circular
tenemos que (vg, v;) € E(Q). Esto es una contradiccién, por lo tanto el caso 2
no puede ocurrir y la tinica posibilidad es que (v, v;) € E(G). Esto completa
la prueba para E1. O

Prueba para (E2). (<): Asumamos que vale [s(v;) < s(v))]g, V [s(v; ) <
S(v))], v supongamos que (v, v,) & B(1).

Veamos primero que ambos arcos no se intersecan, analizando los dos
casos de la disyunciéon por separado:

Caso 1: [s(v;) < s(v;) < s(v;) < s(v; )]

i

RN

./ ’ 1" ’ "
Por construccion de s, sabemos que el arco [v;, v; | no corta al arco [v,, v, ].

R ’ " 7 17
Veamos que tampoco pasa lo contrario. Asumamos que [v,, v, | corta a [v;, v, |.
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Por construccién de s sabemos que v; # vy, y que ambos arcos no cubren
todo el circulo, luego por el corolario 2.2.4, vale que [v; ,v, | corta a [v;, v, .
Como [v;,v;] corta a [v;,v;], por construccién de s tenemos que [s(v;) <
s(v;)]r,. Esto es un absurdo, dado que contradice las hipétesis. Esto significa
que [v;,v;] no corta a [v;,v;], y que ambos arcos no se intersecan en la

1) 71
representacion.

Caso 2: [s(v;) < s(v;) < s(v;) < s(v; )]g,-

T

RN

., ’ " / 1"
Por construccion de s, sabemos que el arco [v,, v, | no corta al arco [v;, v, ].
. !/ "
Veamos que tampoco pasa lo contrario. Supongamos que [v;,v;] corta a
[V, vy | Luego, por el corolario 2.2.3, bajo R; vale ¢ < t. Luego, por (E0),
! . .7
[s(v;) < s(v;)|R,. Esto es una contradiccién, con lo cual ambos arcos no se

intersecan en la representacion.

Por lo tanto, en ambos casos los arcos no se intersecan en la representa-
cién. Luego, por (D2), al posicionar v, se sobrepasé a v; y el arco [v;,v; ]
dejé de estar incluido en el arco [vy,v;], con lo cual por (D2), tenemos
(vi,v:) ¢ E(Q). Como suponiamos que (v;,v;) ¢ E(I), esto implica que
(vi,vr) € E(G). ) /

De la misma forma, por (D2), al posicionar v, se sobrepasé a v; y los arcos
dejaron de intersecarse, con lo cual por (D23), tenemos (v, v;) ¢ FE(G), una
contradiccion. Por lo tanto este caso no puede ocurrir y la tinica posibilidad

es (v;,vy) € E(I).

(=): Asumamos que (v;,v¢) € E(I) y supongamos que es falso que
s0) <Ol v 5 < st

Esto significa que vale [s(v; ) > s(v,)|r, A[s(v, ) > s(v;)]r,, lo cual plantea
cuatro casos posibles:

L [s(v) < s(vy) < s(vy) < s(v;)]R,
2. [s(v;) < s(vy) < s(vy) < s(vy)]r,
3. [s(vy) < s(vi) < s(v)) < s(vy)]r,
4. [s(vy) < s(v;) < s(v)) < s(v;)]r,
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”Casos 1y 2: [s(v;) < s(vy) < s(vy) < s(v))]r V[s(v;) < s(vy) < s(v;) <
s(v )]y

Por (D1) sabemos que v, estd entre v,_; y v, ;. Por otrolado, v; estd entre
v, v vy, por lo tanto v; estd entre v, ; y v;. Esto presenta dos alternativas:

Caso a: v; estd entre v,_; y v,,;. Por (D1), al insertar a v, se sobrepasé
a v, y esto significa que (v;,v;) ¢ E(I). Esto es un absurdo.

Caso b: v; estd entre v, “ay v;. Esto implica que el arco [v;,v;] corta
tanto al arco [v,,,v,,1] como a [v,,v; ], y por el corolario 2.2.3 bajo R; vale
i <t,t+ 1. Por construccién de s vale [s(v;) < s(v,) < s(vy1) < s(v; )] gy ¥
por (C2) esto significa que (v;,vey1) ¢ E(I). Por (E0) también implica que
bajo R; vale i <t < t+ 1. Por lo tanto (v; — vi41) ¢ E(jRi) y por (<=B1),
(v; — v) ¢ E(fRi). Como bajo R; vale i < t, luego (v;,v;) ¢ E(I), una
contradicciéon. Por lo tanto no pueden ocurrir ni el caso 1 ni el caso 2.

Caso 3: [s(v;) < s(v;) < s(vy) < s(v; )R,

— t
Por (D2), no se sigui6 desplazando a v; en sentido anti-horario porque
existe un extremo de arco entre v;/ y v;/ que cumple con una de las siguientes
condiciones:
1. Existe un v;-/ tal que (v;,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;, ;] queda
incluido en [v;, v;].
2. Existe un v;' tal que (;Uj,/})t) € E(Q) y si se lo sobrepasa, [v;-,v;./] deja
de estar incluido en [v,, v, ].
3. Existe un U; tal que (vj,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;, v; ] deja de

. ! 1"
intersecar a [v;, v;].

Si v;-/ = v}, estamos en la condicién 2 y (vi,v;) € E(Q). Esto es un
absurdo, luego el extremo que impidio el desplazamiento de vg no es v;'.
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Caso 3.1: Existe un U;/ tal que (v;,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;, v} ]

. . / 1
queda incluido en [v;, v;].

Analicemos que sucede bajo el orden R; en funcién de las posiciones
relativas de los extremos de los arcos. Sabemos que el arco [v;, v;/] corta a
;-/ estd entre v, y v, , el arco [v;-, U;-/] corta al arco [v;,v; ]. Por
el corolario 2.2.3, bajo R; vale j < t,i. Como [v;,v; ] estd incluido en el arco
[v;,v, ], por construccién de s tenemos que [s(v;) < s(v,) < s(v;)]g,, y por
(EO0) bajo R; vale j <t <.

Por otra parte, vale [s(v;) < s(v;) < s(v;) < s(v;-/)]Rj, luego por (C3)
tenemos que (vj,v;) € E(Q). Luego, (v; — ) € E(G_;gj) y (vy — v;) €
E(I;gj). Por (B4), (v; — v;) € E(I];j). Esto es un absurdo, por lo que este
caso no puede ocurrir.

[v;, v ]. Como v

Caso 3.2: Existe un v;-' tal que (vj,v;) € E(Q) y si se lo sobrepasa, [v;-, v;.']

deja de estar incluido en [v}, v} ].

/ " ! " / " .
Como el arco [v;, v, ] corta tanto a [v;,v;] como a [v;,v; ], por el corolario
2.2.3, bajo R; vale t < 1,j. Veamos lo que sucede en funcién de la posicién
/
de v;:

/ / "
Caso 5.2.1: v; se encuentra entre v; y v;.

Como t < i, j, por construccion de s vale [s(v;) < s(v;) < S(’U;)]Rt, y por
(E0) bajo R, vale t < i < j. Luego tenemos que (v; — v;) € E(Ig,), y por
(B1), esto implica que (vy — v;) € E(Ig,). Como bajo R; vale t < j, significa
que (v;,v;) € E(I). Esto contradice las hipdtesis, luego este caso no puede
OCUITIT.
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’ / ’
Caso 3.2.2: v; se encuentra entre v, y v,.

é—{_\,\
PN

Como el arco [v;, v;./] corta a [v;,v; ], por el corolario 2.2.3 sabemos que
bajo R; vale j < i. Esto implica, por construccién de s, que [5(2};) < s(v;) <
$(1)) < s(u!)]r, y por (C3), que (v;,v:) € F(Q).

Como t < i, j, por construccién de s vale [s(v;) < s(v;.) < 5(v;)|Rr,, y por
(E0) bajo R, vale t < j < i. Luego (v; — v;) € E(Qgr,), (v; — v;) € E(Qg,)
y por (B2), (v; — v;) € E(Qg,). Esto es un absurdo, por lo que el caso 3.2
no puede ocurrir.

Caso 3.3: Existe un v; tal que (vj,v;) € E(G) y si se sobrepasa, [v;, v} ]
deja de intersecar a [v;., v;-/].

Como el arco [v;, ;| corta tanto al arco [v;,v;] como al arco [v;-, v;'], por
el corolario 2.2.3 bajo R; vale t < i,j. Por construccién de s vale [s(v;) <
s(v;) < s(v;)]Rt, y por (E0) bajo R; vale t < i < j. Luego tenemos que
(v, — v;) € E(Ig,), v por (B1), esto implica que (v; — vj) € E(Ig,). Como
bajo R, vale t < j, significa que (v;,v;) € E(I). Esto contradice las hipdtesis,
por lo tanto el caso 3 no puede ocurrir.

Caso 4: [s(v,) < s(v;) < s(v)) < s(v)]..

7

N

RN

Bajo este caso, notemos que el arco [v;,v; ] no corta al arco [v;,v; ], por-
que si asi fuera, el lema 2.2.3 nos diria que bajo R; vale ¢ < t y por (EO0)
llegarfamos a que [s(v;) < s(v;)]r,, un absurdo. Por lo tanto, ambos arcos
no cubren todo el circulo.

Por (D2), no se sigui6 desplazando a v, en sentido anti-horario porque
existe un extremo de arco entre v; y v;/ que cumple con una de las siguientes

condiciones:
1. Existe un v;-/ tal que (v;,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;, ;] queda

. . ’ "
incluido en [v;, v;].
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1"

2. Existe un U;/ tal que (v;,vy) € E(Q) y si se lo sobrepasa, [U;-,Uj] deja
de estar incluido en [vy, v} .

3. Existe un v} tal que (v;,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;,v;] deja de
intersecar a [U;-, v;/].

Si v;- = v;, estamos en la condicién 3 y (v;,v;) € E(G). Esto es un

absurdo, luego el extremo que impidi6 el desplazamiento de v;/ no es v;.
Caso 4.1: Existe un v;/ tal que (v;,v;) € E(G) y si se lo sobrepasa, [v;, v} ]

. . / "
queda incluido en [v;, v;].

Analicemos que sucede bajo el orden R; en funcién de las posiciones
relativas de los extremos de los arcos. Sabemos que el arco [v;-,v;/] corta
tanto a [v;,v, ] como a [v;,v; |. Por el corolario 2.2.3, bajo R; vale j < t,i.
Por construccién de s tenemos que [s(v;) < s(v;) < s(v;)|g,, y por (E0) bajo
Rj vale j <t <.

Por otra parte, vale [s(v;) < s(v;) < s(v;./) < s(v;)]r,, luego por (C1)
tenemos que (vj,v;) € E(G). Luego, (v; — ) € E(G}j) y (v — v;) €
E(IE].). Por (B4), (v; — v;) € E(I;j). Esto es un absurdo, por lo que este

caso no puede ocurrir.

Caso 4.2: Existe un v;/ tal que (vj,v;) € E(Q) y si se lo sobrepasa, [U;, v;/]

deja de estar incluido en [v;, v, .

/ " ! 1" / " .
Como el arco [v;, v, ] corta tanto a [v;,v;] como a [v;,v; ], por el corolario
2.2.3, bajo R; vale t < ,j. Veamos lo que sucede en funcién de la posicién

/
de v

’ / "
Caso 4.2.1: v; se encuentra entre v; y v;.

Como ¢ < i, j, por construccién de s vale [s(v,) < s(v;) < s(v})]g,, y por
(E0) bajo R, vale t < i < j. Luego tenemos que (v, — v;) € E(I,), y por
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(B1), esto implica que (v; — v;) € E(Ig,). Como bajo R, vale t < j, significa
que (vj,v;) € E(I). Esto contradice las hipétesis, luego este caso no puede
OCUITIT.

/ / /
Caso 4.2.2: v; se encuentra entre v, y v;.

Como el arco [v], Uj] corta a [v;,v; ], por el corolario 2.2.3 sabemos que

baJo R; vale j < i. Esto implica, por construccion de s, que [s(v;) < s(v;) <
( 1) < s(v;)]g, y por (C1), que (v;,v;) € E(G).
Como t < i,j, por construccién de s vale [s(v;) < s(v ) < 5(v)|Rr,, y por
(E0) bajo R, vale t < j < i. Luego (v — v;) € BE(Qg,), (U] — ;) € E(Gp,)
y por (B5), (v — v;) ¢ E(Ig,). Esto es un absurdo, por lo que el caso 4.2
no puede ocurrir.
Caso 4.3: Existe un v tal que (v;,v;) € E(G) v si se lo sobrepasa, [v;, v, ]

deja de intersecar a | ;, j]

N

Como el arco [v;,v; ] corta tanto a [v], v]] como a [v;,v; ], por el corolario
2.2.3, bajo R; vale t <1, 3.

Por construccién de s vale [s(v;) < s(v;) < s(v )]RH y por (EO) bajo R,
vale t < i < j. Luego tenemos que (v; — v;) € E(IRt), por (B1), esto
implica que (v; — v;) € E(I;bt). Como bajo R; vale t < j, significa que
(vj,v¢) € E(I). Esto contradice las hipétesis, por lo tanto el caso 4 no puede
ocurrir y la tinica posibilidad es que [s(v; ) < s(v;)]g, V[s(v; ) < 5(v;)]R,- Esto
completa la prueba para (E2).

Por lo tanto la hipdtesis inductiva es cierta para grafos de n vértices. En
particular (C1) implica que G es un grafo overlap de arco-circulares, con lo
cual queda probado el teorema 2.3.2. O



Capitulo 3

Algoritmos en grafos HCA

En este capitulo presentamos un algoritmo de complejidad O(n.log(n)) que
encuentra el minimo transversal de los cliques para grafos arco-circulares
Helly, suponiendo que la representacion en arcos circulares que verifica la
propiedad de Helly es dada como parametro de entrada. Realizando unas
pequenas modificaciones a este algoritmo, construimos un segundo algoritmo
para determinar el maximo numero de cliques disjuntos para estos grafos,
también con una complejidad de O(n.log(n)).

Los problemas de conjunto transversal de los cliques y conjunto de cliques
disjuntos fueron estudiados en el transcurso de los ultimos diez anos. Pueden
encontrarse referencias en la literatura en [10], [1], [2], [3], [5], [11] ¥ [36]. En
[21] se presentan dos algoritmos para resolver estos problemas en grafos arco-
circulares Helly con una complejidad de O(n?).

Los dos algoritmos presentados son de tipo goloso. Ambos se diferencian
por completo, en cuanto a la manera de resolver el problema, de los propues-
tos en [21] cuya formulacién es mucho mas compleja. Tanto los algoritmos
presentados en [21] como los propuestos en esta tesis toman como parametro
de entrada una representacién arco-circular Helly. Estd demostrado en [16]
que dado un grafo HCA es posible construir una representacion en arcos cir-
culares que verifique la propiedad de Helly con un orden de complejidad de
O(n?).

Recordemos que una familia de subconjuntos S satisface la propiedad
de Helly cuando toda subfamilia de S consistente en subconjuntos que se
intersecan de a pares tiene interseccién no vacia. Un grafo G es arco-circular
Helly (HCA) si existe una representacion arco-circular de G tal que los arcos
satisfacen la propiedad de Helly.

Los algoritmos son presentados en forma de pseudo-cddigo, con el nivel de
detalle suficiente para justificar su orden de complejidad y funcionamiento.
La implementacién de los algoritmos fue realizada en el lenguaje de progra-
macion Java.

3.1 Minimo transversal de los cliques

El problema del minimo transversal de los cliques consiste en encontrar un
cubrimiento minimo de cliques con vértices. Es decir, dado un grafo G, se
trata de encontrar un conjunto de vértices tal que todos los cliques de G
contengan al menos algiin vértice de este conjunto y el cardinal del conjunto
sea minimo.

36
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3.1.1 Definiciones y propiedades

Los grafos arco-circulares Helly fueron caracterizados y reconocidos en [15].
Alli se prueba que si G es un grafo HCA y ¢ es una posible representacion
Helly, los cliques de G se identifican encontrando los puntos de interseccién
entre los arcos de ¢. Esto es facil de ver, porque claramente un punto de
interseccién es un subgrafo completo. Si no fuera clique, habria un conjunto
de arcos que no verifica la propiedad de Helly.

También se probé en [15] que el nimero de cliques de un grafo HCA estd
acotado superiormente por n.

A continuacién presentamos algunas definiciones que nos seran ttiles a lo
largo de este capitulo:

Sea G un grafo HCA, y ¢ una posible representacion Helly de G. Sea
C un arco de ¢. Si C interseca a todos los otros arcos de ¢, diremos que
C es un arco universal de G. Un arco C' es un arco propio de ¢ si no esté
contenido por ningun otro arco de ¢.

Denotamos el conjuntos de los arcos de la representacion arco-circular ¢
como A = {A;,As, ..., A} donde A; = [e;;, ep,] con e, ey € [0,2I1). Por
convencion, tomaremos a los angulos creciendo en sentido horario. Cuando
sobre una representacion ¢ hablamos de por la izquierda’ y 'por la derecha’,
nos referimos a desplazarse sobre el circulo en sentido anti-horario y horario
respectivamente.

3.1.2 Presentacion del algoritmo

El algoritmo propuesto para encontrar el minimo transversal de los cliques de
un grafo G' opera sobre una representacién ¢ de G que cumple la propiedad
de Helly y consta de varias fases. Presentaremos primero una idea general
de cada fase, para después detallar cada una justificando su complejidad
algoritmica y la estructura de datos que utiliza.

1. Inicializacién. Precalcula datos sobre la representacion de G que
luego son usados por el resto de las fases. Posee una complejidad de

O(n.log(n)).

2. Extremos distintos. Modifica la representacion ¢ para generar otra
representacion equivalente, pero garantizando que los extremos de los
arcos son todos distintos. Su complejidad es de O(n).

3. Arco universal y propios. Detecta si una representacién ¢ posee
un arco universal. También detecta los arcos propios de . Esta fase
requiere que todos los extremos de los arcos posean valores distintos.
Cuando se detecta un arco universal, la solucién del problema es dicho
arco, dado que el vértice correspondiente a este arco esta presente en
todos los cliques del grafo interseccién. Posee un complejidad de O(n).
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4. Puntos de interseccién. Esta fase identifica los puntos de inter-
seccién de ¢, que como vimos, corresponden a los cliques del grafo
interseccion. Eventualmente puede detectar dos arcos que cubren todo
el circulo. Si esto ocurre, entonces la solucion del problema son estos
dos arcos, ya que cualquier clique del grafo interseccién debe contener
al menos uno de los vértices correspondientes a ellos, y por la ausencia
de vértice universal (lo garantiza la fase anterior), es la mejor solucién
posible. Esta fase posee una complejidad de O(n).

5. Filtro y precalculos. Elimina de la representacién los arcos no pro-
pios. Luego calcula para cada arco propio cual es el punto de inter-
seccién que estd fuera del arco y que esta lo mas cerca posible por la
derecha (vale aclarar que a esta altura, no puede existir un arco univer-
sal). A continuacién, para cada punto de interseccién determina cudl
es el arco propio que lo contiene y se extiende lo mas posible hacia la
derecha (para todo punto de interseccion siempre hay un arco propio
que lo contiene). Estos cédlculos se realizan mediante bisqueda binaria.
La complejidad de esta fase es de O(n.log(n)).

6. Bisqueda. Esta fase toma un punto de interseccién cualquiera (el
algoritmo toma el primero de ellos), y busca cudl es el arco que pasa
por encima de él y llega lo mas a la derecha posible. Luego calcula
cudl es el primer punto de intersecciéon que no cubre este arco por la
derecha, y se repite nuevamente el procedimiento hasta que vuelva a
un punto de interseccién que haya pasado previamente. Este punto de
interseccién sera el resultado de esta fase. Este procedimiento posee
una complejidad de O(n).

7. Principal. El punto de interseccion resultante de la fase de busqueda,
es de alguna manera considerado como un punto ’bueno’. Esto significa
que aplicando a partir de este punto el procedimiento goloso que se usé
en la bisqueda se puede encontrar la solucién éptima al problema. Esta
fase posee una complejidad de O(n).

3.1.3 Tipos de datos principales
Veamos primero los tipos de datos principales utilizados por el algoritmo:

Tipo Arco

Un elemento de tipo Arco es una tupla con dos campos de tipo real. Represen-
ta a un arco de una representacién arco-circular, donde los dos componentes
de la tupla representan al angulo inicial y final del arco.

< angulolnicial: R, dnguloFinal: R >

Tipo Extremo
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Un elemento de tipo Extremo representa a un extremo de un arco. Esta
modelado mediante una tupla, cuyos elementos son: el angulo del extremo,
si es un extremo inicial o final y una referencia al arco que conforma.

< éngulo: R, tipo: {Inicial | Final}, referencia: Int >

Tipo RepresentacionAC

Modela una representacion arco-circular de un grafo. Lo constituye una tupla
con dos elementos, un arreglo de elementos de tipo Arco y otro arreglo de
elementos de tipo Extremo. Si bien almacena informacion redundante, esto
nos serd util para mejorar el orden en algunas operaciones.

< arcos: [Arco|, extremos: [Extremo] >

3.1.4 Fase 1: Inicializacion

La fase de inicializacion construye un elemento de tipo RepresentacionAC en
funcion de un arreglo de elementos de tipo Arco, que recibe como parametro.
Adicionalmente ordena el arreglo de extremos de la representacion en funcion
de su angulo. Si el angulo coincide, se consideran menores los extremos
iniciales de un arco que los finales:

Parametros: arcos : [Arcol

- rep:RepresentacionAC
- Para cada arco a; del arreglo arcos

- Crear ey :Fxtremo, con los valores correspondientes al angulo inicial
de aj;.

- Crear ey:Fxtremo, con los valores correspondientes al angulo final
de Q;.

- Agregar ey y ey a rep.extremos

- Ordenar rep.extremos por angulo ascendentemente. En caso de coincidir
ordenar por tipo de extremo, siendo menor un extremo inicial que uno

final.

Complejidad de esta fase del algoritmo

La generacion del arreglo rep.extremos posee una complejidad de O(n), dado
que se recorren todos los arcos de la representacién y por cada uno se crean
dos elementos de tipo Extremo. La creacion de un elemento de tipo Extremo
posee orden constante.

Luego se ordena el arreglo rep.extremos por su éngulo/tipo. Esta ope-
racién se realiza en un orden de O(n.log(n)), utilizando un algoritmo de
ordenamiento de tipo Heap Sort.

Por lo tanto, esta fase posee un orden de O(n.log(n)).
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3.1.5 Fase 2: Extremos distintos

Esta fase se encarga de garantizar que los siguientes sub-algoritmos reciban
una representacién equivalente con todos sus extremos distintos. Recibe
como parametro un elemento de tipo RepresentaciéonAC, con sus extremos
ordenados mediante el algoritmo de la fase 1.

Este algoritmo recorre los extremos de los arcos de la representacién con-
secutivamente, es decir, de forma ascendente por angulo. Notemos que los
elementos del arreglo de extremos que poseen el mismo angulo y tipo son
consecutivos en el arreglo, con lo cual se pueden identificar todos los grupos
de extremos iguales en orden O(n). Veamos también que dado un extremo
‘e’, su extremo mas cercano por la derecha y por la izquierda son sus vecinos
inmediatos a izquierda y a derecha en el arreglo (visto circularmente). Esto
significa que la operacién de encontrar al extremo mas cercano por la derecha
o por la izquierda posee un orden O(cte).

El algoritmo agrupa los extremos de acuerdo a su valor (dngulo) y el tipo
de extremo: Final o Inicial. Para un grupo de k£ extremos de tipo ’'Inicial’
que tienen el mismo valor ’a’, si el extremo mas cercano por la izquierda
tiene valor ‘b’ entonces estos k extremos son redistribuidos con los siguientes
valores:

k(a—b) (k—1)(a—b) 2(a—b) (a—b)
a— =50 — S @ —

3k 3k

Para un grupo de k extremos de tipo 'Final’ que tienen el mismo valor
‘a’, y el extremo mas cercano por la derecha tiene valor b’ entonces estos
extremos son reubicados de la siguiente forma:

a+ (b:,;f) ,a+ 2(1;);&), e, 7%7132,?7‘1) ,a+ —k(g;a)

Notemos que el arreglo de extremos sigue ordenado después de estas re-
distribuciones.

El algoritmo devuelve un nuevo elemento de tipo Representacién AC, pero
con todos sus extremos distintos. Presentamos a continuacién el pseudo-
codigo del algoritmo:

Parametros: rep : Representacion AC

- resultado:RepresentacionAC
- resultado := rep
- Recorrer rep.extremos identificando grupos
- Por cada grupo k = {eq, ..., ex_1} de extremos con el mismo valor
y tipo
- Si el grupo es de extremos de tipo Inicial

- Encontrar el extremo m menor a eq mdédulo 2II maés cercano
por la izquierda
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- Para cada extremo e; del grupo k
k—1)(e;.angulo—m.angulo)
3k

resultado.extremosli] := e;.angulo—
- Ajustar resultado.extremos|i] médulo 211
Si el grupo es de extremos de tipo Final

Encontrar el extremo m mayor a e;_; modulo 2I1 més cercano
por la derecha
Para cada extremo e; del grupo k

i(m.angulo—e;.angulo)
3k

resultado.extremosli| := e;.angulo +

- Ajustar resultado.extremos|i] médulo 211

Devolver resultado

Complejidad y correccion de esta fase del algoritmo

Por construccion, esta nueva representacion no tiene extremos repetidos.
Veamos ahora que la representacion es equivalente. Comparando la represen-
tacion generada con la original, los arcos han extendido sus dos extremos, por
lo tanto si dos arcos se intersecan en la representacién original, también se
intersecan en la nueva. Ahora si dos arcos no se intersecan en la representa-
cién original, tampoco se intersecan en la nueva por la forma de redistribuir
los extremos. Por lo tanto la representacion generada es equivalente a la
original, pero todos sus extremos son distintos.

Analicemos ahora su complejidad. El algoritmo recorre los 2n extremos
de arcos de la representacién y a medida que los va recorriendo identifica
los grupos de arcos con el mismo valor. Como los extremos estan ordenados
por angulo/tipo, los elementos de estos grupos se ubican consecutivamente
dentro del arreglo, por lo tanto identificar todos los grupos posee un orden
de O(2n).

En el caso de ser un grupo de extremos iniciales se intenta encontrar el
extremo menor (médulo 2IT) més cercano por la izquierda. Por el orden que
poseen los elementos del arreglo, si en el arreglo el primer elemento del grupo
es e[i], el extremo menor més cercano por la izquierda es m = e[i— 1] (médulo
210).

Por otro lado, en el caso de ser un grupo de extremos finales se intenta
encontrar el extremo mayor (médulo 21IT) més cercano por la derecha. Por el
orden que poseen los elementos del arreglo, si en el arreglo el tltimo elemento
del grupo es eli], el extremo mayor més cercano por la derecha es m = e[i+1]
(médulo 21IT).

Luego, tanto si se trata de un grupo de extremos iniciales como finales,
la bisqueda del extremo m posee un orden O(cte). Una vez encontrado el
extremo m, a cada extremo del grupo se lo reubica siguiendo la férmula
presentada, cuyo calculo también posee orden constante.

Suponiendo, en el peor de los casos, que todo extremo de la represen-
tacién pertenezca a un grupo de extremos iguales, el algoritmo realiza 2n
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reubicaciones de orden constante. Resumiendo, en total tenemos 2n opera-
ciones para identificar todos los grupos de extremos con el mismo valor, mas
2n operaciones para reubicar los extremos de dichos grupos. En total son 4n
operaciones, por lo que esta fase posee un orden O(n).

3.1.6 Fase 3: Arco universal y propios

Esta fase identifica los arcos propios de una representacién arco-circular vy,
si existe, identifica un arco universal. Recibe como parametro un elemento
de tipo RepresentaciénAC, con todos sus extremos distintos, y ordenados
mediante el algoritmo de la fase 1.

El algoritmo utiliza como tipo de dato adicional un tipo C'ola, que modela
una cola de extremos de arcos. Un objeto de tipo C'ola posee las operaciones
estandar de una cola de elementos.

Utilizamos dos propiedades, facilmente verificables, para encontrar el arco
universal:

1. Si hay un arco universal, siempre hay un arco propio que verifica esa

condicién.

2. Si un arco A = [e;, ef] es universal, entonces dentro de [e;, ef] debe
encontrarse al menos un extremo de cada uno de los n arcos de la
representacion.

De la condicién 1 se desprende que podemos descartar aquellos arcos
que sabemos que no son propios. La condicién 2 nos permite concluir que si
sabemos la cantidad de extremos que se encuentran en el intervalo [e;, ef], y la
cantidad de arcos cuyos extremos estan ambos incluidos en [e;, e¢], podemos
determinar si A es universal o no.

El algoritmo recorre los extremos de los n arcos en sentido horario, avan-
zando por el arreglo de extremos de la representaciéon. A partir del primer
extremo e; de tipo Inicial, comienza a registrar los sucesivos extremos que va
visitando. Se contabiliza cuantos arcos tienen sus dos extremos registrados
mediante la variable contador Arcos.

En caso que el algoritmo detecte un extremo de tipo Final que se encuen-
tre después de haber registrado su correspondiente extremo Inicial en algin
paso anterior (y no sea precisamente e;), significa que el arco identificado
esta contenido en el arco cuyo extremo inicial es e;, y por lo tanto este arco
es marcado como “no propio”. Cuando el algoritmo encuentra el extremo de
tipo Flinal, ey, cuyo extremo inicial es e;, el algoritmo estd en condiciones de
determinar si el arco [e;, e] es un arco universal (por la propiedad 2).

A continuacién el algoritmo descarta el primer extremo e; y los subsiguien-
tes extremos registrados hasta que encuentra un extremo de tipo Inicial de
algiin arco que no esté marcado como “no propio”. Luego vuelve al princi-
pio, pero con informacién acerca de los extremos registrados que no fueron
descartados.
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Parametros: rep : Representacion AC
indice :int :=0
contadorArcos : int := 0
c: Cola
arco : Arco
Mientras la cantidad de arcos cerrados de rep sea menor a n
Si ¢ no posee elementos, posicionar indice en el primer extremo de
rep de tipo Inicial.
Asignar a arco el arco al que pertenece rep.extremoslindice].
Incrementar en uno la cantidad de visitas a arco.
Si ya se visitd dos veces a arco
- Incrementar contador Arcos
Agregar a c el extremo rep.extremos|indice].
Si rep.extremos[indice] es un extremo de tipo Final
- Si visité los dos extremos del arco arco.
- Marcar a arco como CERRADO
- Si el extremo inicial de arco es el primer extremo de la cola
Si c.cantidadDeElementos() — contador Arcos = n
- Marcar a arco como UNIVERSAL
Hacer
Decrementar en uno la cantidad de visitas del primer
elemento de c.
Si la cantidad de visitas del primer elemento de ¢ es igual
a uno, decrementar en uno contador Arcos
Desencolar al primer elemento de ¢
Mientras no pase que c.cantidadDeElementos() = 0 o el
primer elemento de ¢ sea un extremo de un arco no propio
de tipo Inicial
- Sino
- Marcar a arco como NO PROPIO.

- Incrementar indice modulo 2n

Complejidad y correccion de esta fase del algoritmo

Veamos que el algoritmo es correcto. Si un arco es propio, no esta contenido
en ningun otro arco, y por el funcionamiento del algoritmo nunca va a ser
marcado como “no propio”. Ademas, en algiin momento su extremo Inicial
serd tomado como primer primer extremo (e;) , por lo que serd examinado
por el test de arco universal. Este comportamiento, mas la propiedad 1, nos
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asegura la correccion del algoritmo para detectar un arco universal, si éste
existe.

Ahora si un arco no es propio, esta contenido en algin arco propio, por
lo tanto debe ser descubierto como “no propio”durante el andlisis de este
ultimo. Por lo tanto, el algoritmo funciona correctamente para detectar
arcos propios.

Analicemos el orden del algoritmo. La condicién de parada del mismo
se cumple cuando todos los arcos estan “cerrados”. El algoritmo marca un
arco como “cerrado” cuando visita su extremo Final luego de visitar en algin
paso anterior a su extremo Inicial (para el mismo e;). Esto significa que los
extremos de los arcos son visitados hasta dos veces, porque dado un arco a;
cualquiera, a lo sumo en la segunda vuelta a la circunferencia los extremos se
visitan en un orden tal que el arco a; es marcado como “cerrado”. En total,
se realizan a lo sumo 4n visitas a los 2n extremos de los arcos, por lo tanto
este algoritmo posee una complejidad de O(n).

3.1.7 Fase 4: Puntos de interseccion

Esta fase identifica los puntos de interseccion de una representacién arco-
circular Helly o bien devuelve dos arcos que cubren todo el circulo. Como la
representacion es arco-circular Helly, los puntos de interseccién representan
los cliques del grafo.

El algoritmo requiere que los extremos de la representacién sean todos
distintos. También se asume que la representacién no posee un arco universal.
Esta fase es ejecutada luego de la fase 3 con lo cual estas condiciones son
cumplidas. Adicionalmente, los extremos de los arcos quedaron ordenados
con el criterio de la fase 1.

Veamos conceptualmente su funcionamiento. Este algoritmo examina
en el sentido horario cada par de extremos contiguos, interesandose sélo en
aquellos pares donde el primer extremo es de tipo Inicial y el segundo de
tipo Final.

En el caso que los dos extremos del par sean de un mismo arco, cualquier
otro arco que lo interseca lo contiene. Por lo tanto todos los arcos que
lo intersecan forman un clique y el punto de interseccién correspondiente
al clique puede ser cualquier punto que esté entre estos dos extremos (el
algoritmo elige el punto medio entre ellos).

Ahora si los dos extremos no son de un mismo arco es que tenemos dos
extremos a; y b;, con i # j. Si analizamos el intervalo [a;, b;] vemos que
la;,b;] € (A;NAj). Sila contencién es estricta, [b;, a;]N(A;NA;) es no vacia.
Esto significa que A; y A; cubren todo el circulo, con lo cual si se llega a
este caso el algoritmo termina devolviendo estos dos arcos. Por otro lado, si
la;,b;] = A; N A;, para cualquier otro arco Ay que interseque con A; y A;
sucede que [a;,b;] € Ai. Por lo tanto el clique formado por los arcos que
contienen a [a;, b;] puede ser representado por cualquier punto entre a; y b;
(el algoritmo elige el punto medio entre ellos).
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Parametros: rep : Representacion AC

- Para cada extremo e; de rep.extremos

- Sea e; el extremo consecutivo a e; por la derecha
- Si e; es un extremo Inicial y e; es un extremo Final
- Si e; y e; pertenecen al mismo arco

- Agregar al punto medio entre e; y e; al conjunto de puntos
de interseccién

- Sino
- Sean A; y A; los arcos correspondientes a e; y e; respecti-
vamente

- Si A; y A; cubren todo el circulo
- Devolver como resultado A; y A;. Terminar
- Si no
- Agregar al punto medio entre e; y e; al conjunto de puntos
de interseccion

Complejidad y correccion de esta fase del algoritmo

Primero veamos que el algoritmo no omite ningin clique. Como sabemos,
un clique del grafo interseccién corresponde a un conjunto maximal de arcos
con interseccion en comun. La interseccién de un conjunto de arcos esta
conformada por una o dos secciones continuas sobre el circulo, a las que
llamaremos tramos. Un tramo es una secciéon maximal continua dentro del
circulo, donde sobre cualquier punto del tramo se intersecan todos los arcos
de un clique dado. En la figura 3.1 podemos ver como quedan definidos los
tramos de una representacion arco-circular. Los tramos 1 y 2 pertenecen a
cliques distintos, mientras que el 3 y el 4 definen la interseccion de un mismo
clique. Notemos que como maximo un clique puede tener dos tramos de
interseccién, porque de otro modo la representacién no cumpliria la propiedad
de Helly.

Tanto si la interseccién de un conjunto de arcos esta formada por uno
o dos tramos, cada tramo debe comenzar y terminar sobre algin extremo
de los arcos que se intersecan, ya que los otros puntos no imponen ninguna
condicién al respecto. Ademas, el extremo donde comienza el tramo debe ser
de tipo Inicial, porque de ser Final el arco al que pertenece este extremo
no podria tener intersecciéon mas alld del extremo en cuestiéon. De manera
andloga, el extremo que marca el fin del tramo debe ser de tipo Flinal.

Veamos que dentro de un tramo no puede haber otro extremo. Suponga-
mos por el absurdo que esto ocurre. Si el arco al que pertenece este extremo
es uno de los arcos que pertenecen a la interseccién del tramo, entonces este
tramo deberia ser mas pequeno ya que deberia comenzar antes o terminar
después (en el sentido horario) dependiendo si el extremo es Inicial o Final.
Esto es asi porque de otra manera habria puntos del tramo sobre los cuales
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Tramo 1

Tramo 4/

Figura 3.1: Tramos definidos sobre una representacién.

no intersecarian todos arcos de la interseccién. Si, por otro lado, el extremo
es de un arco que no interviene en la interseccién, entonces este arco interseca
a todos los arcos que intervienen en la interseccion, y esto significa que el
conjunto original de arcos no es maximal con lo que el clique no es tal, un
absurdo.

Hasta ahora vimos que todo clique del grafo interseccién puede tener
uno o varios tramos sobre el circulo. Cada uno de estos tramos comienza
en un extremo de tipo Inicial y termina en un extremo contiguo de tipo
Final, que son exactamente los casos que examina el algoritmo. Para los
cliques que poseen un solo tramo de interseccion, el algoritmo determina un
punto de interseccion en forma exitosa. Para los que tienen dos tramos de
interseccién, habria que verificar que el algoritmo no determine varios puntos
de interseccion para un mismo clique.

Supongamos un clique C que tiene dos tramos de interseccion, y elijamos
un tramo [a;, b;] cualquiera. Es obvio que i # j, porque sino el arco A; =
{a;,b;} no puede contener a otros tramos de interseccién. Por lo tanto, los
arcos A; y A; contienen otros tramos de interseccion, y esto implica que A;
se extiende en el sentido horario y A; en el anti-horario. Como existe otro
tramo distinto a [a;, b;] y ambos arcos deben estar presentes, esto implica que
los arcos A; y A, cubren todo el circulo. Llegado este punto, el algoritmo
detecta este caso, deja de buscar puntos de interseccién y devuelve a A; y a
Aj.

Por 1ltimo habria que verificar que el algoritmo solo determina puntos de
interseccién correspondientes a los cliques del grafo. Supongamos que no es
asi, y que el algoritmo identifica un punto de interseccién p que no se corres-
ponde con ningun clique del grafo. Por la manera que el algoritmo identifica
puntos, p es el punto medio de una interseccion [a;, b;]. Sii = j, significa que
p identifica al clique representado por un arco aislado, con lo cual llegamos a
un absurdo. Si¢ # j, el punto de interseccién p identifica a dos arcos A; y A;
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que se intersecan. Como la representacion cumple la propiedad de Helly, y
no hay ningun extremo de arco entre a; y b;, esto significa que todos los arcos
que poseen interseccién no vacia con [a;, b;] forman un subgrafo completo.
Si no fuera clique, habria un conjunto de arcos que no verifica la propiedad
de Helly, con lo cual llegamos nuevamente a un absurdo. En conclusion, el
algoritmo sélo identifica puntos que se corresponden con cliques del grafo.
Analicemos ahora la complejidad. El algoritmo recorre el conjunto de ex-
tremos del grafo en orden (recordar que el arreglo de extremos estd ordenado
segun la fase 1). Para cada extremo se obtiene el extremo consecutivo por la
derecha y dada la forma en que estan ordenados los extremos, esta operacién
posee orden O(cte). Luego, a partir de cada extremo y su consecutivo, se
verifica su tipo y si pertenecen al mismo arco (también con O(cte) dada la
estructura de RepresentacionAC'). Tanto el calculo del punto medio como la
verificacién de si dos arcos cubren todo el circulo posee O(cte), por lo tanto
el algoritmo posee una complejidad de O(n). Notemos que la cantidad de

puntos de interseccién esta acotada superiormente por n, dado que el grafo
es HCA.

3.1.8 Fase 5: Filtro y precalculos

Esta fase es la encargada de calcular cierta informacién util que luego es
utilizada por la fase de busqueda. Es importante notar que soélo se llega a
esta fase cuando se sabe que el grafo a analizar no posee un arco universal
ni dos arcos que cubran todo el circulo.

Para empezar, esta fase descarta los arcos no propios, dado que estos
arcos no aportan a la soluciéon del problema. Luego ordena ascendentemente
a los arcos propios resultantes por su extremo Inicial y a los puntos de
interseccién por su valor angular.

En el siguiente paso, calcula para cada arco el punto de interseccion mas
cercano por la derecha y que no pertenezca al arco. También calcula para ca-
da punto de interseccién cual es el arco (propio) que lo contiene y se extiende
mas a la derecha.

Parametros: rep : Representacion AC, puntosInterseccion : [Punto]

- Para cada arco A; de rep
- Si A; es un arco no propio, descartarlo de rep.
- Ordenar rep.arcos por su extremo Inicial ascendentemente.
- Ordenar puntosInterseccion por su valor angular ascendentemente.
- Para cada arco A; de rep.arcos

- Buscar en puntosInterseccion mediante bisqueda binaria el punto
mas cercano por la derecha que no pertenezca a A;

- Para cada punto de interseccién p; de puntosInterseccion
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- Buscar en rep.arcos mediante biisqueda binaria el arco mas cercano
por la izquierda a p;

Complejidad y correccion de esta fase del algoritmo

La correccion de la mayoria de las operaciones realizadas puede ser verificada
facilmente. La secciones que merecen una explicacion mas detallada son las
que corresponden a las busquedas de arcos y puntos de interseccién.

La primera busqueda calcula para cada arco propio cudl es el punto de
interseccién que estd fuera del arco lo mas cerca posible por la derecha. Esta
busqueda siempre encuentra un punto de interseccién, dado que a esta altura,
no puede existir un arco universal. Se utiliza busqueda binaria para hallar
este punto de interseccidn que tiene que estar lo mas cerca por la derecha del
extremo de tipo Final del arco en cuestion.

La segunda busqueda calcula, para cada punto de interseccion p;, cual es
el arco propio que lo contiene y se extiende lo mas posible hacia la derecha.
Notemos que para todo punto de interseccion siempre hay un arco propio que
lo contiene. Como sélo se consideran los arcos propios, buscar un arco propio
que verifica la condicion mencionada es equivalente a buscar un arco cuyo
extremo Inicial esté lo mas cerca posible por izquierda de p;. Como sélo se
trabaja con arcos propios, el extremo Final de este arco llega lo mas lejos
posible por la derecha comparado con otros que también contienen al punto.
Para realizar la implementacién también utilizamos buisqueda binaria.

Veamos ahora la complejidad de esta fase. Descartar los arcos propios
posee un orden de O(n), ya que estos arcos fueron identificados por la fase 3.
Ordenar los arcos y los puntos de interseccién posee un orden de O(n.log(n)),
dado que se utiliza un algoritmo de ordenamiento de tipo Heap Sort. Para
ambas buisquedas se utiliza bisqueda binaria, con un orden de O(n.log(n))
dado que sabemos que la cantidad de puntos de interseccion esta acotada por
n. En total esta fase posee una complejidad de O(n.log(n)).

3.1.9 Fase 6: Busqueda

Esta fase se encarga de encontrar el primer punto de interseccion a partir del
cual serd calculado el cubrimiento minimo.

La idea bésica del procedimiento es la siguiente: el algoritmo toma un
punto de interseccién p; cualquiera y busca cudl es el arco A; que contiene
a p1 y llega lo méas a la derecha posible. A continuacién, calcula cual es
el punto de intersecciéon p, que no estd contenido por A; y se encuentra lo
mas cerca posible por la derecha . Este procedimiento se repite hasta que el
algoritmo vuelva a un punto de interseccién que haya visitado previamente.
El punto que vuelve a visitar es el primer punto de interseccién a partir del
cual sera calculado el cubrimiento minimo.

Pardmetros: rep : Representacion AC, puntosInterseccion : [Punto]
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- p: Punto
- p := puntosInterseccion|1]
- Mientras no se repita p

- Buscar el arco A; que contiene a p y se extiende mas a la derecha.
(precalculado en fase 5)

- Buscar el punto de interseccion p; mas cercano a A; por la derecha
que no pertenece a A;. (precalculado en fase 5)

D =D

Complejidad y correccién de esta fase del algoritmo

La correccion de esta fase del algoritmo serda demostrada en la fase siguiente.
En cuanto a su complejidad, notemos que el algoritmo siempre llega a un
punto que se repite, ya que la cantidad de puntos de interseccion distintos
estd acotado superiormente por n. En el peor caso, en cada iteracion se
alcanza un nuevo punto de interseccion, siendo n el limite para la cantidad
de iteraciones. Como los puntos y arcos buscados en cada iteracién estan
precalculados en la fase anterior, cada iteracién posee un orden O(cte). Por
lo tanto el orden de complejidad de esta fase es O(n).

3.1.10 Fase 7: Principal

Aqui mostramos como se integran las fases anteriores para resolver el proble-
ma de encontrar el minimo transversal de los cliques sobre grafos HCA. Se
recibe como parametro un arreglo de elementos de tipo Arco y se devuelve
como resultado los arcos que pertenecen a un cubrimiento minimo para ese
conjunto de arcos.

Una vez que la fase anterior (biisqueda) calcula el punto de interseccién
“bueno”, la fase principal realiza nuevamente el mismo procedimiento, pero
partiendo de dicho punto. El arco seleccionado por cada punto de intersec-
cion es elegido como integrante del cubrimiento minimo. El algoritmo lleva
un contador de la cantidad de cliques cubiertos y se detiene cuando los ha
cubierto todos.

Parametros: arcos : [Arcol

- rep : Representacion AC

- puntosInterseccion : [Puntol

- punto : Punto

- resultado : [Arco)

- cliquesCubiertos : int := 0

- {Fase 1} rep := Inicializacion(arcos)

- {Fase 2} rep := ExtremosDistintos(rep)
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- {Fase 3} ArcoUniversalY Propios(rep)
- Si existe un arco universal A;
- Devolver A; y terminar.
- Sino
- {Fase 4} puntosInterseccion = PuntosDelnterseccion(rep)
- Si hay dos arcos A; y A; que cubren todo el circulo
- Devolver A;, A; y terminar.
- Sino
- {Fase 5} FliltroY Precalculos(rep, puntosInterseccion)
- {Fase 6} punto := Busqueda(rep, puntosInterseccion)
- {Fase Principal}
- Mientras cliquesCubiertos < puntosInterseccion.cantidad DeElementos()

- Buscar el arco A; que contiene a punto y se extiende mas a
la derecha

- Agregar A; a resultado

- Buscar al punto de interseccién p; mas cercano a A; por la
derecha que no pertenece a A;

- Incrementar cliquesCubiertos la cantidad de puntos de in-
terseccién entre punto y p;

- punto := p;

- Devolver resultado

Correccion del algoritmo

Hasta ahora hemos probado la correcciéon de todas las fases, faltando sélo las
dos ultimas: Busqueda y Principal.

Llamemos p/1 al punto de interseccién encontrado por la fase de bisqueda.
Partiendo de este punto se encuentran p;, p;, - p; = p’l puntos de inter-
seccién. Cada uno de estos s puntos de interseccion ha elegido un arco propio
que los contiene, que notamos como All, A/Q, - A;.

La secuencia pll,plz, plg, o p’s puede no ser una secuencia ordenada de pun-
tos en el sentido horario. Por eso, podemos reordenarlos de acuerdo al sentido
horario como py, pa, ..., ps utilizando una funcién biyectiva f: {1,2,...,s} —
{1,2, ..., s} para mapear este reordenamiento. Esto significa que p; = p}(i).

Si hay k puntos de interseccién, sabemos que p; = p;.x ¥ que A; = A; e
Para poder indexar los puntos de interseccién circularmente utilizando f,
definamos la funcién g como g(x) = f(((x — 1) mod s) + 1). A partir de las
definiciones anteriores, dado un punto de interseccién p; podemos afirmar
que el arco A;( -1 termina antes de p; y después del punto de interseccion
inmediatamente anterior a p; (el cual no tiene porque ser uno de los p;).
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i

Sea A o(@)—1 el arco que contiene mayor cantidad de puntos de interseccién
entre los puntos p;. Sea t la cantidad de puntos p; que contiene. Por lo tanto
este arco contiene exactamente en sentido horario a p,_¢, Pe_t i1y vy Po1-

Consideremos ahora al arco A;(x_l)_l. Este arco termina justo antes

del punto p,_1 y como es un arco propio debe comenzar antes que A;(x)—r
Esto implica que contiene a los puntos p, ¢, py—t+1, ..., Pe—2. Notemos que
también debe contener a p,_;_1, porque si no fuera de ese modo, el punto de
interseccién p;(z—l)—l no estaria contenido por el arco A/g(x_l)_l, un absurdo.
Por lo tanto, Alg(mfl)f1 también contiene ¢ puntos de interseccién entre los
puntos p;.

)

\ 4 Y
INCIG 9x .
Px-1 I\(

Px-t Px

Este razonamiento se puede aplicar iterativamente para A;(m—Q)—P
A;(z—3)—17 ey A;](z—s—i-l)—l? llegando a la conclusién que todos los arcos A’
contienen exactamente ¢t puntos de interseccién p;. También sabemos que
cada arco A;- siempre termina entre p;- 41 ¥ el punto de intersecciéon inmedia-
tamente anterior a p;- +1 (que no es necesariamente un punto entre los p;).
Este resultado garantiza que la busqueda final puede comenzar en cualquier
p; sin variar la cantidad de arcos que cubren los k£ puntos de interseccion.

Por lo tanto, para cubrir los & puntos de interseccién se necesitan [7]
arcos, ya que cada arco A" cubre t puntos de interseccién de tipo p; de un
total de s. Por la forma que el algoritmo elige los arcos, si comienza por
el punto p;, el primer arco cubre todos los puntos de interseccién que estan
en [p;, pj+t), €l segundo arco los que estén en [p;i, pjia¢) y asi hasta el arco
nimero [{], que cubre los que estdn en [Pj+[§1t—t,pj+[§]t)- De esta forma,
estos [7] arcos cubren los k puntos de interseccion.

Faltaria ver que no hay una soluciéon mejor. Supongamos que existe una
soluciéon mejor con a lo sumo [$] — 1 arcos. Por lo tanto debe existir un
arco C' de esta solucién que contiene mas de ¢ puntos de interseccion de tipo
;. Sean pp_¢, ..., Pn_1, P puntos de interseccién cubiertos por C', siendo py, el
ultimo de ellos. En el momento de elegir el arco que contiene a p,_;, y que
termina lo més a la derecha posible, el algoritmo eligié a A'fht que permite
llegar justo antes de p,,. Pero el arco C' contiene a p,_; y llega por lo menos
hasta pj, con lo cual el algoritmo deberia haber elegido a C' en lugar de a
Aj_,. Esto es un absurdo, con lo cual no existe una solucién mejor.
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Complejidad del algoritmo

Hasta ahora hemos calculado la complejidad de todas las fases salvo la Prin-
cipal. El cédlculo que se realiza es el mismo que en la fase de busqueda, con lo
cual cada iteracion tiene un orden O(cte). Como cada vez que se agregar un
arco al conjunto resultado se cubre por lo menos un clique, en el peor caso
se realizan n iteraciones, con lo cual el orden de la fase principal es O(n).
Resumiendo, el orden total del algoritmo estd dado por la suma de la
complejidad de las fases anteriores mas la complejidad de la fase principal.

Fase Orden
Inicializacion n.log(n)
Extremos Distintos n
Arco Universal y Propios n
Puntos de Interseccion n
Filtro y Precélculos n.log(n)
Busqueda n
Principal n

| Total | nlog(n) |

Por lo tanto, el algoritmo posee una complejidad de O(n.log(n)).
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3.2 Conjunto maximo de cliques disjuntos

El problema del maximo ntimero de cliques disjuntos consiste en encontrar un
conjunto de cliques que no tengan ningun vértice en comin y cuyo cardinal
sea mAaximo.

3.2.1 Presentacion del algoritmo

El algoritmo que proponemos para la resoluciéon de este problema es una
leve modificacion del algoritmo presentado en la seccion 3.1. Los cambios
realizados s6lo se ven reflejados en modificaciones en la fase Puntos de
Interseccidén (fase 4 del algoritmo anterior) y en la fase Principal (fase 7
del algoritmo anterior).

Las restantes fases permanecen inalteradas, por lo que no volveremos a
explayarnos sobre ellas. Los tipos de datos utilizados también son los mismos
que presentamos en la seccién 3.1.3.

3.2.2 Fase 4: Puntos de interseccién modificado

Esta fase identifica algunos de los puntos de interseccion de una representa-
cién arco-circular Helly. A diferencia de la fase 4 del algoritmo anterior, se
descartan aquellos cliques que intersecan con todos los demas y pudieran ser
descubiertos en este algoritmo.

El algoritmo requiere que los extremos de la representacién sean todos
distintos. Adicionalmente, los extremos deben estar ordenados con el criterio
de la fase 1.

La primera parte del funcionamiento del algoritmo es idéntico al de la
fase 4, salvo cuando se detectan dos arcos que cubren todo el circulo. Este
algoritmo modificado descarta esos arcos, ya que en el peor de los casos esta
dejando de considerar un punto de interseccién que interseca con todos los
demas cliques (significa que cualquier solucién que contenga este clique, no
puede tener otro clique).

Al finalizar la busqueda de puntos de interseccion, si encontré al menos
un punto de interseccién, devuelve los puntos encontrados de la misma forma
que lo hacia el algoritmo original.

En el caso de no haber encontrado ningin punto de interseccién, esto
significa que todos los cliques estan formados por pares de arcos que cubren
todo el circulo (y que todos los cliques se intersecan de a pares). Bajo estas
condiciones, el algoritmo devuelve un punto de intersecciéon que contenga al
primer par de arcos detectados que cubren todo el circulo.

Parametros: rep : Representacion AC
- {Primera parte}
- Para cada extremo e; de rep.extremos

- Sea e; el extremo consecutivo a e; por la derecha
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- Si e; es un extremo Inicial y e; es un extremo Final
- Si e; y e; pertenecen al mismo arco

- Agregar al punto medio entre e; y e; al conjunto de puntos
de interseccion

- Sino
- Sean A; y A; los arcos correspondientes a e; y e; respecti-
vamente
- Si A; y A; cubren todo el circulo
- Si es la primera vez que se llega a esta condicién
- Sea Ay, = Ay Ap, = A4
- Sino
- Agregar al punto medio entre e; y e; al conjunto de puntos
de interseccion
- {Segunda parte}

- Si no se encontré ningiin punto de interseccién

- Sea R; laregién definida por el extremo Inicial de A, y el extremo
Final de Ay,

- Sea Ry la region definida por el extremo Inicial de A, y el extremo
Final de A,

- Para cada extremo e; de rep.extremos y mientras no se haya en-
contrado a Ry

- Sea e; el extremo consecutivo a e; por la derecha
- Si e; es un extremo Inicial y e; es un extremo Final
- Sea R; la region definida por e; y e;.
- Si la regién R; estd contenida en la region Ro
- Sea Ry = R;
- Para cada arco A; de rep.arcos
- Si A; contiene a la regiéon Ry y A; no contiene a la regién R,/
- Agregar el punto medio de la region Ry al conjunto de puntos
de interseccion. Terminar
. Si A; contiene a la regiéon R| y A; no contiene a la regién R,

- Agregar el punto medio de la regién R al conjunto de puntos
de interseccién. Terminar

- Agregar el punto medio de la region R; al conjunto de puntos de
interseccion.
Complejidad y correccién de esta fase del algoritmo

La primera parte del algoritmo es idéntica a la fase 4 del algoritmo para
encontrar el transversal de los cliques minimo (salvo que se descartan los
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pares de arcos que cubren todo el circulo), con lo cual no entraremos en
detalles. Recordemos que la complejidad de la primera parte es O(n).

La segunda parte del algoritmo se ejecuta cuando no se identifica ningin
punto de interseccion. Esto implica que todos cliques se intersecan de a pares
y por lo tanto la maxima cantidad de cliques disjuntos es uno y cualquier
conjunto unitario de un clique es solucién. Esto significa que hay que hallar
un punto de intersecciéon cualquiera que represente un clique. Para esto, el
algoritmo almacena el primer par de extremo (a;,b;) donde se detecté que
sus arcos correspondientes A; y A; cubren todo el circulo. El punto de
interseccion que se devuelve contiene a A; y a A;.

Como los arcos A; y A; cubren todo el circulo, se intersecan tanto en
la;,b;] como en [a;,b;]. La regién [a;, b;] esta definida por extremos consecu-
tivos, con lo cual no hay ningtin extremo de arco incluido en dicha regién.
El primer paso de algoritmo es encontrar una regién incluida en [a;, b;] con
esta misma propiedad (tener en cuenta que la inclusién no es estricta). Para
esto, recorre todos los pares de extremos contiguos de tipo (a,,b,) que estén
contenidos en [a;, b;]. Al encontrar un par (siempre existe al menos uno) el
algoritmo define la regién [a;, b;], con las mismas caracteristicas que [a;, b;].

Ahora bien, como el clique a devolver incluye a los arcos A; y A; y el grafo
analizado es HCA, el punto de interseccién que representa a dicho clique debe
estar en la region [a;, b;] o en la regién [a;», b).

Para saber exactamente cual es la regién por donde se podria ubicar el
punto de interseccién, el algoritmo recorre los arcos de la representaciéon de a
uno, verificando si se intersecan con ambas regiones. En el caso que un arco
interseque solamente con una de las dos regiones, esto significa que el punto
de intersecciéon debe ser elegido dentro de esta region (el algoritmo elige el
punto medio de la misma). Si todos los arcos intersecan con las dos regiones,
se puede elegir el punto de interseccion de cualquiera de las dos regiones. En
este caso el algoritmo elige el punto medio de la regién [a;, b;].

Nos queda por analizar la complejidad de la segunda parte de esta fase.
La busqueda de la region [a;-, b;] posee un orden O(n). Esto es asi porque se
itera para cada extremo de la representacion y en cada iteracion se verifica
si una regién del circulo estd incluida en otra (O(cte)). A continuacién se
recorren los n arcos verificando para cada uno si pertenece a alguna de las
dos regiones definidas. Esta operacién posee un orden O(cte), por lo que esta
verificaciéon posee una complejidad de O(n). Esto significa que la segunda
parte de esta fase posee un orden de O(n).

Resumiendo, cada parte de esta fase del algoritmo posee una complejidad
de O(n), por lo tanto, esta fase tiene un orden de O(n).

3.2.3 Fase 7: Principal

Aqui se integran las fases anteriores para resolver el problema de encontrar
un conjunto maximo de clique disjuntos sobre grafos HCA. Se recibe como
pardmetro un arreglo de elementos de tipo Arco y se devuelve un conjun-
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to de puntos de interseccién representando cliques disjuntos para el grafo
interseccion.
Parametros: arcos : [Arcol

- rep : Representacion AC
- puntosInterseccion : [Punto
- punto : Punto
- resultado : [Punto]
- cliquesCubiertos : int := 0
- {Fase 1} rep := Inicializacion(arcos)
- {Fase 2} rep := ExtremosDistintos(rep)
- {Fase 4'} puntosInterseccion = PuntosDelnterseccion(rep)
- Si puntosInterseccion.cantidadDe Elementos() = 1
- Devolver puntosInterseccion[l] y terminar.
- Sino
- {Fase 3} ArcoUniversalY Propios(rep)
- 51 hay un arco universal
- Devolver puntosinterseccion[l] y terminar.
- Sino
- {Fase 5} FliltroY Precalculos(rep, puntosInterseccion)
- {Fase 6} punto := Busqueda(rep, puntosInterseccion)
- {Fase Principal}
- Mientras cliquesCubiertos < puntosInterseccion.cantidadDeElementos()

- Agregar punto a resultado

- Buscar el arco A; que contiene a punto y se extiende mas a
la derecha

- Buscar al punto de interseccién p; mas cercano a A; por la
derecha que no pertenece a A;

- Incrementar cliquesCubiertos la cantidad de puntos de in-
terseccién entre punto y p;

- punto = p;
- Si cliqguesCubiertos > puntosInterseccion.cantidadDe Elementos()
- Eliminar el iltimo punto de interseccion agregar a resultado

- Devolver resultado
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Correccion del algoritmo

Analicemos esta tltima fase de algoritmo. Al aplicar la fase 4, ésta puede
haber descartado puntos de interseccién para algunos cliques. Esto no ge-
nera ningun inconveniente, ya que los cliques descartados son aquellos que
intersecan con todos los demas cliques del grafo. En el caso que identifique
solo un clique, esto significa que todos los cliques se intersecan entre si de
a pares, con lo cual, la mayor cantidad de cliques disjuntos es 1. A conti-
nuacion se aplica la fase 3, para detectar un arco universal e identificar a los
arcos propios. En el caso que el algoritmo encuentre un arco universal, esto
también significa que todos los cliques se intersecan entre si de a pares y la
mayor cantidad de cliques disjuntos es 1.

Las fase 6 y la fase principal s6lo consideran los arcos propios. Veamos
que esto no afecta correccién del algoritmo. Sea A-, un arco no propio
que impide que dos cliques C; y C5 sean seleccionados como elementos del
conjunto solucién porque ambos cliques lo comparten. Luego, existe un arco
propio A, que incluye a A, y tanto C; como Cy comparten al arco A,. Por
lo tanto el no considerar a los arcos no propios no es relevante para computar
la solucion del problema.

Como vimos en el seccion 3.1.10, la fase de busqueda devuelve un pun-
to p; a partir del cual se genera una secuencia de puntos de interseccién
Doy ees p;, D, 41 = p;. Cada punto de interseccién p; ha elegido un arco Ay
que lo contiene y mas se extiende hacia la derecha. Siguiendo el mismo
procedimiento, reordenemos la secuencia p/l,p;, ...,p; en el sentido horario
mediante la funcion biyectiva f, asignando cada punto p; = py(;). Definamos
nuevamente g(z) = f(((z—1) mod s)+1) y consideremos que p; = p;1x y que
A; = A;,,. Con estas mismas definiciones, en la seccién 3.1.10 se probd que
cada arco A'f(i) contiene a los puntos p;, pit1, .-, Piti—1, ¥ que p; es el primer
punto de interseccién inmediatamente después del extremo inicial del arco
A/f(i). También se demostré que el punto p; ¢ es p'f(i) 41 Y que la cantidad de

S

arcos necesarios para cubrir todos los puntos de interseccién es [7].

Veamos primero que la fase principal elige exactamente |2| puntos de

interseccién. Si s es miiltiplo de t, entonces [$] = 3 = [{], lo tcual significa
que cada punto de interseccion p; estd exactamente en uno de los £ arcos. Por
lo tanto, el acumulador llega exactamente a k y el algoritmo no se deshace del
tltimo punto de interseccion elegido, y se eligen [ 7] puntos de interseccién.

Si s no es miiltiplo de ¢, entonces [ 7] = | 7|+ 1y el punto de interseccién
p; se encuentra en el primero y en el tltimo de los [+] arcos que cubren todos
los puntos de interseccion. Por lo tanto, todos los puntos de interseccién son
contados al menos una vez, y p/1 es contado en el primer arco y en el tltimo.
Estos significa que el acumulador supera a k, por lo que el algoritmo descarta
el ltimo punto de interseccién, quedandose con || puntos.

Veamos ahora que los puntos de interseccion seleccionados representan
cliques disjuntos. Supongamos por el absurdo que los cliques que representan

los puntos de interseccion de la soluciéon no son disjuntos. Esto implica
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que hay dos puntos de interseccién que estan incluidos en un mismo arco.
Ademas, siempre podemos suponer que este arco es propio, porque si no lo
fuera, seguro existe otro arco propio en el que ambos estan incluidos.

Tomemos entonces a un arco propio que los contiene y llamémoslo A.
Sabemos también que los puntos de intersecciéon conflictivos pertenecen a
la secuencia pq, po, ..., ps, porque el algoritmo selecciona los puntos de inter-
seccién de dicha secuencia. Si consideramos que la bisqueda final comenzo
en el punto p;, los puntos de interseccion son elegidos por el algoritmo en
el siguiente orden: pj,pji¢, Djtot, wy Dj4 |2t Por lo tanto, el arco A que
contiene a dos de los puntos de esta secuencia también debe contener a to-
dos los p; que estan en medio de ellos dos. A partir de la secuencia elegida
por el algoritmo, es facil ver que por lo menos hay ¢ + 1 puntos de tipo p;
consecutivos entre ellos dos.

Sea pji.¢ el primero de los dos puntos conflictivos. Si analizamos el arco
que pasa por él y se extiende lo mas a la derecha posible, vemos que dicho
arco termina justo antes del punto p;i,i4++, dado que cada arco contiene
exactamente a t puntos de interseccion entre los p;. Pero el arco A también
pasa Por pj . y se extiende por lo menos hasta alcanzar a p;y,.4¢. Esto es
un absurdo, por lo tanto los puntos de interseccion seleccionados representan
cliques disjuntos.

Finalmente, faltaria ver que no existe otro conjunto de puntos de inter-
seccion con mayor cardinalidad que también represente a cliques disjuntos
del grafo. Si suponemos que este conjunto existe, debe contener por lo menos
[2] + 1 puntos de interseccién. Ahora bien, el circulo se puede particionar
en r intervalos semi-cerrados de la siguiente manera: Sean p/{, p;, - p;/ los
puntos de la supuesta mejor solucién (con r > |3] 4 1) ordenados de me-
nor a mayor en funcién de su angulo, y sean (p}, py], (Py, D3], -, (P, ;] los 7
intervalos asi definidos.

Si consideramos los s puntos de interseccion p;, vemos que por lo menos
uno de estos 7 intervalos contiene menos de t puntos p; (porque hay por lo
menos | 7| + 1 intervalos). Sin pérdida de generalidad, podemos decir que
(p;-/,p;' +1] contiene a pyi1,Dz42, ..., Poty, cON y < t. Analicemos ahora uno
de los arcos A; que pasa POT Dy, Puit, Pet2s - Pete—1 ¥ CUYO primer punto
de interseccion a su derecha es p,.;. El punto p;/ estd incluido en este arco,
porque pertenece a [p,, pr+1). Por otra parte, el punto p;/ 41 estd incluido en
[Datys Datt) Y por lo tanto también estd incluido en A;. Entonces, hay un arco
que contiene a pj vy a p] 41, con lo cual los cliques representados por estos
puntos no son disjuntos y la supuesta mejor soluciéon no seria valida. Por lo
tanto el algoritmo devuelve un conjunto con cardinalidad méaxima.

Complejidad del algoritmo

En secciones anteriores ya calculamos la complejidad de todas las fases salvo
la principal. La fase principal de este algoritmo es muy similar a la fase
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principal del algoritmo anterior, con la diferencia que en ésta, el algoritmo
almacena puntos de interseccién en lugar de arcos y se aplica la fase 4" antes
que la fase 3. Estos cambios no tienen efecto en la complejidad de la fase,
por lo tanto el orden es de O(n), igual que la fase principal del algoritmo
anterior.

Por lo tanto, este algoritmo posee un orden de complejidad de O(n.log(n)).



Capitulo 4

Conclusiones y trabajo futuro

En el capitulo 2, caracterizamos a los grafos overlap de arco-circulares pi-
diendo condiciones necesarias y suficientes sobre sucesivas orientaciones de
una particién del complemento de un grafo. Este problema, planteado como
abierto en [9], fue demostrado en base a ideas aportadas por un teorema de
Jayme Szwarcfiter [35] para una caracterizacién de grafos circulares (overlap
de intervalos).

Si bien el teorema probado en esta tesis permite caracterizar a esta clase
de grafos, no lleva naturalmente a un algoritmo de reconocimiento eficiente.
Una posible linea de trabajo que se desprende de esta demostraciéon es la
de investigar posibles algoritmos de reconocimiento, basados en la idea que
sugiere el teorema de analizar a un grafo CAO como "n grafos circulares”.
Queda pendiente también investigar la complejidad de problemas conocidos
(coloreo, conjunto dominante) sobre grafos CAO e intentar proponer algorit-
mos eficientes para su resolucion.

En el capitulo 3, presentamos dos algoritmos eficientes para resolver los
problemas de encontrar el minimo transversal de los cliques y el maximo con-
junto de cliques disjuntos en grafos arco-circulares Helly. Ambos algoritmos
toman como entrada una representacion arco-circular Helly de un grafo y
tienen una complejidad de O(n.log(n)).

La idea basica para estos algoritmos fue presentada en la tesis doctoral
de Guillermo Duran [9] y la implementacién de manera eficiente fue sugerida
por Min Chih Lin [28]. Los algoritmos propuestos introducen una mejora
en el orden de complejidad con respecto a los algoritmos conocidos hasta el
momento [21], que resuelven estos problemas en un orden de O(n?), una vez
conocida la representacion arco-circular Helly del grafo.

Ambos algoritmos fueron implementados en Java, y constituyen una herra-
mienta de utilidad para futuros desarrollos tedricos y practicos. Los algorit-
mos fueron testeados con grafos pequenos (no més de diez vértices), por la
dificultad de de generar grafos HCA y construir una representacién en arcos
circulares que cumpla la propiedad de Helly. Un posible trabajo pendiente
es el de implementar los algoritmos propuestos por Gavril [16] para la ca-
racterizacién de grafos HCA y la construccion de representaciones en arcos
circulares adecuadas.

Como trabajo futuro, queda pendiente investigar otros problemas al-
goritmicos en grafos arco-circulares Helly. Es sabido que el problema de
coloreo permanece NP-Completo para grafos HCA [16], mientras que clique
maximo puede ser resuelto facilmente en tiempo polinomial utilizando, por
ejemplo, las ideas de los algoritmos presentados en esta tesis.

60



1]

[12]

[13]

[14]

Bibliografia

T. ANDRAE, “On the clique-transversal number of chordal graphs”,
Discrete Mathematics 191 (1998), 3-11.

T. ANDRAE, C. FLoTOW, “On covering all cliques of a chordal graph”,
Discrete Mathematics 149 (1996), 299-302.

T. ANDRAE, M. SCHUGHART, Z. TuzA, “Clique-transversal sets of

line graphs and complements of line graphs ”, Discrete Mathematics 88
(1991), 11-20.

A. Apostorico, S. HAMBRUSH, “Finding maximun cliques on
circular-arc graphs”, Information Processing Letters 26 N. 4 (1987), 209-
215.

V. BALACHANDHRAN, P. Nacavawmsi, C. PANDU RAGAN, “Clique

transversal and clique independence on comparability graphs”, Infor-
mation Processing Letters 58 (1996), 181-184.

C. BERGE, “Graphs”, North-Holland, 1985.

A. BoucHET, “Reducing prime graphs and recognizing circle graphs”,
Combinatorica 7, 3 (1987), 243-254.

M. BONUCCELLI, “Dominating sets and domatic number of circular-
arc graphs”, Report S80-18, Dipartamento di Informatica, Universita di
Pisa, Italy (1980).

G. DURAN, “Sobre grafos interseccién de arcos y cuerdas en un circulo”,
Tesis Doctoral, Universidad de Buenos Aires, 2000.

G. DURAN, M. LIN, J. SZWARCFITER, “On clique-transversal and
clique-independent sets”, enviado para su publicacién.

P. ERDOS, T. GALLAI, Z. TuzA, “Covering the cliques of a graph with
vertices”, Discrete Mathematics 108 (1992), 279-289.

E. EVEN, A. ITAl, “Queues, stacks and graphs, in Theory of Machines
and Computations”, Academic Press, New York (1971), 71-86.

C. GABOR, K. SupowiT, W. Hsu, “Recognizing circle graphs in poly-
nomial time”, Journal. of the ACM, Vol. 36, 3 (1989), 435-473.

M. GAREY, D. JoHNSON, G. MILLER, C. PAPADIMITRIOU, “The

complexity of coloring circular arcs and chords”, SIAM J. Algebraic and
Discrete Methods 1 (1980), 216-227.

61



[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

22]

23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]
[29]

[30]

62

F. GAvVRIL, “Algorithms on circular-arc graphs”, Networks 4 (1974),
357-369.

F. GAvVRIL, “Intersection graphs of Helly families of subtrees”, Discrete
Applied Mathematics 66 (1996), 45-56.

F. GAVRIL, “Algorithms for a maximum clique and a maximun inde-
pendent set of a circle graph”, Network 3 (1973), 261-273.

M. GorumMmBIC, “Algorithm Graph Theory and Perfect Graphs”, Aca-
demic Press, New York, 1980.

M. GorumBIC, P. HAMMER, “Stability in circular-arc graphs”, Journal
of Algorithms 9 (1988), 314-320.

U. GupTA, D. LEE, J. LEUNG, “Efficient algorithms for interval graphs
and circular-arc graphs”, Networks 12 (1982), 459-467.

V. GuruswaMl, C. PANDU RANGAN, “Algorithmic aspects of clique-

transversal and clique-independent sets”, Discrete Applied Mathematics
100 (2000), 183-202.

F. HARARY, “Graph Theory”, Addison-Wesley, 1969.

W. Hsu, “O(n.m) algorithms for the recognition and isomorphism pro-
blems on circular-arc graphs”, STAM J. Comput. 24 (1995), 411-439.

W. Hsu, “Maximun weight clique algorithms for circular-arc graphs
and circle graphs”, STAM J. Comput. 14 (1985), 224-231.

W. Hsu, K. Tsa1, “Linear time algorithms on circular-arc graphs”,
Information Processing Letters 40 N. 3 (1991), 123-129.

T. KASHIWABARA, S. MAsuDA, K. NAKAJIMA, T. FuJsisawa, “Poly-

nomial Time Algorithms on Circular-Arc Overlap Graphs”, Networks
21 (1991), 195-203.

D. KnuTH, “The Art of Computing Programming”, Vol. 1, Addison-
Wesley (1969).

M. LIN, comunicacién personal, 2001.

S. MaAssuDpA, K. NAKAJIMA, “An optimal algorithm for finding a ma-

ximun independent set of a circular-arc graph”, SIAM J. Comput. 17
(1988), 41-52.

S. Massubpa, K. NAKAJIMA, T. KASHIWABARA, T. FuJjisawa, “Ef-

ficient algorithms for finding maximun cliques of an overlap graph ”,
Networks 20 (1990), 157-171.



63

[31] W. Nau1, “Reconnaissance des graphes de cordes”, Discrete Mathema-
tics 54 (1985), 329-337.

[32] D. RoTEM, J. URRUTIA, “Finding maximum cliques in circle graphs”,
Networks 11, (1981), 269-278.

[33] J. SPINRAD, “Circular-arc graphs with clique cover number two”, Jour-
nal of Comb. Theory B 44, (1988), 300-306.

[34] J. SPINRAD, “Recognition of circle graphs”, Journal of Algorithms, 16
(2), (1994), 264-282.

[35] J. SZWARCFITER, “On edge transivity of directed graphs”, Discrete
Mathematics 141 (1995), 227-235.

[36] Z. TuzaA, “Covering all cliques of a graph”, Discrete Mathematics 86
(1990), 117-126.

[37] A. TUCKER, “An efficient test for circular-arc graphs”, SIAM J. Com-
put. 9 (1980), 1-24.



