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Susana Mondschein Ernesto Santibáñez
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reconocimiento a la difusión de las materias abordadas y de sus participantes.

Las opiniones y afirmaciones expuestas representan los puntos de vista de sus autores y no necesa-
riamente coinciden con los del Departamento de Ingenieŕıa Industrial de la Universidad de Chile.
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y difusión de las tecnoloǵıas modernas de administración. La revista pretende
destacar la importancia de generar conocimiento en tecnoloǵıa y administra-
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mos que esta iniciativa tenga la recepción que se merece.

Rafael Epstein
Guillermo Durán

Editores
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El Modelo CAPM Para Distintos

Horizontes de Tiempo

Viviana Fernández*

Resumen

En este trabajo nos centramos en la estimación del modelo CAPM,

para distintos horizontes de tiempo, con información de la Bolsa de Co-

mercio de Santiago. Nuestra muestra comprende 24 acciones que fueron

activamente transadas en el peŕıodo 1997-2002. Concluimos que el CAPM

tiene un mayor valor de predicción en el mediano plazo. Por otra parte,

analizamos el efecto de la dimensional temporal sobre el cálculo del va-

lor en riesgo (VaR) de un portafolio de activos. Concluimos que el VaR

depende del horizonte temporal del inversionista. En efecto, en el corto

plazo, las pérdidas potenciales son mayores que en el largo plazo. Nues-

tros resultados están en la ĺınea de investigación reciente en el área de

valoración de activos que resalta la importancia de la heterogeneidad de

los inversionistas.

Palabras Clave: Wavelets; CAPM; valor en riesgo.

1. Introducción

El modelo de valoración de activos (CAPM) establece que el premio por riesgo
de un activo es igual a su beta multiplicado por el premio por riesgo del por-
tafolio de mercado. El beta mide el grado de co-movimiento entre el retorno
del activo y el retorno del portafolio de mercado (el IPSA, por ejemplo). Sin
embargo, en los últimos años, el CAPM ha sido cuestionado por varios estu-
dios emṕıricos. Por ejemplo, Fama y French (2002) anunciaron la ”muerte”del
beta. Sobre la base de una muestra para 1963-1990, los autores concluyeron
que el beta tiene un bajo valor de predicción del retorno de una acción. Otros

*Departamento de Ingenieŕıa Industrial, Universidad de Chile. La autora pertenece al

Centro de Gestión (CEGES) y al Centro de Economı́a Aplicada (CEA), ambos del DII.

E-mail: vfernand@dii.uchile.cl. Dirección postal: Avenida República 701. Santiago-Chile.
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factores, tales como la razón bolsa/libro y el tamaño de la firma, resultaron
ser más relevantes a la hora de explicar los retornos accionarios.

Kothari y Shanken (1998) concluyen, sin embargo, que los resultados de
Fama y French dependen, en gran medida, de la utilización de datos men-
suales. Kothari y Shanken argumentan que el uso de retornos anuales para
la estimación de los betas ayuda a soslayar problemas de medición causados
por transacciones asincrónicas, estacionalidad en los retornos y fricciones de
mercado. Sobre la base de retornos anuales para el peŕıodo 1927-1990, Kothari
y Shanken concluyen que los betas son estad́ısticamente significativos y que
otras variables, tal como el tamaño de la empresa, son marginales al momento
de explicar los retornos accionarios.

Simultáneamente, otros autores han trabajado en extensiones teóricas del
CAPM: el CAPM con impuestos, que toma en consideración el hecho de que
los inversionistas tienen que pagar mayores impuestos por aquellas acciones
que entregan una alta rentabilidad en dividendos y, por tanto, exigen rentabi-
lidades, antes de impuestos, mayores; el CAPM inter-temporal, que considera
un escenario de múltiples peŕıodos; el CAPM de consumo, que establece que
los retornos de los activos financieros están altamente correlacionados con el
producto agregado, en la medida que los inversionistas se preocupan de suavi-
zar su patrón de consumo durante las contracciones económicas; el modelo de
precios de activos internacionales (IAPM), que establece las condiciones bajo
las cuales los mercados de capitales estarán en equilibrio (véase Megginson,
1997, para una discusión acabada).

Otro tópico que ha cobrado interés en la literatura emṕırica del CAPM,
y que se relaciona con este trabajo, es el de betas y premios por riesgo cam-
biantes en el tiempo. T́ıpicamente, los modelos utilizados para tales efectos
son aquellos de volatilidad autorregresiva condicionada (GARCH y GARCH-
en-media). Un enfoque alternativo, pero prometedor, es el de las “ondas cor-
tas”(wavelets). Las ondas cortas posibilitan descomponer las series históricas
en componentes ortogonales, cuyas frecuencias tienen una dimensión tempo-
ral. Ello permite cuantificar el grado de correlación entre series financieras,
para distintos horizontes de tiempo.

Investigación reciente en el área de valoración de activos toma en considera-
ción la heterogeneidad de los horizontes de tiempo en los mercados financieros.
Tal como lo señalan Connor y Rossiter (2005) para el mercado de commodities,
los inversores de largo plazo se concentrarán en los fundamentos de los precios,
mientras que los inversores de corto plazo reaccionarán a nueva información
en un lapso de tiempo corto. Por lo tanto, la dinámica del mercado será el
resultado de la interacción de los agentes con distintos horizontes temporales.
Es por ello que el enfoque de ondas cortas es una herramienta poderosa para
modelar dicha interacción.
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En este trabajo, calculamos el beta para una muestra de 24 acciones activa-
mente transadas en la Bolsa de Comercio de Santiago en el peŕıodo 1997-2002.
Definimos dichas acciones como aquellas con una presencia bursátil, promedio
del peŕıodo, mayor o igual a un 87 por ciento. Para un horizonte de 16-32 d́ıas,
encontramos que el beta promedio fue de 0.75, mientras que para un horizonte
de 64-128 d́ıas el beta promedio alcanzó a 0.97. Estos cálculos sugieren que el
CAPM tiene un mayor valor de predicción en el mediano plazo.

La técnica de ondas cortas también permite relacionar el valor en riesgo
de un portafolio y el horizonte de tiempo. La variación de corto plazo de una
serie corresponde al componente de detalle (alta frecuencia), mientras que
el componente de más largo plazo, al de más baja frecuencia. De acuerdo a
ello, el valor en riesgo es mayor para el componente de corto plazo porque
éste presenta una mayor volatilidad. A modo de ejemplo, si construimos un
portafolio con las 24 acciones antes mencionadas, y con iguales ponderaciones,
la mayor parte del riesgo proviene de la variación de corto plazo en el valor
del portafolio (30 por ciento).

2. Conceptos preliminares

2.1. El modelo CAPM

El modelo CAPM (Capital Asset Pricing Model) establece que la tasa
de retorno de equilibrio de todos los activos riesgosos es una función de su
covarianza (co-movimiento) con el portafolio de mercado (aquel que reúne
a todos los activos riesgosos de la economı́a). En términos matemáticos, el
CAPM dice que el retorno esperado, que se exige a cualquier activo riesgoso,
viene dado por:

E(Ri) = Rf + βi E(Rm −Rf ) (1)

donde Ri es el retorno del activo i, Rf es la tasa libre de riesgo, Rm es
el retorno del portafolio de mercado, y βi = Cov(Ri,Rm)

V ar(Rm) es el beta del activo.
(Cov y V ar denotan covarianza y varianza, respectivamente).

El término (E(Rm)−Rf ) se denomina premio por riesgo de mercado. Ello,
porque representa el retorno, por sobre la tasa libre de riesgo, que demandan
los inversionistas para mantener el portafolio de mercado.

La ecuación (1) se puede re-escribir como sigue:

E(Ri)−Rf = βi E(Rm −Rf ) (2)

9
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Esta representación nos dice que el premio por riesgo de un activo es igual
a su beta, multiplicado por el premio por riesgo del mercado.

La versión contrastable emṕıricamente de la ecuación 2 viene dada por:

Ri −Rf = αi + βi (Rm −Rf ) + εi (3)

en donde εi captura aquella porción del riesgo de un activo individual que
es diversificable. Esto es, aquel que se puede eliminar cuando se cuenta con
una cartera con un número suficientemente grande de activos.

2.2. Ondas cortas (wavelets)

El análisis de wavelets es un refinamiento del análisis de Fourier, que se
desarrolló hacia el final de la década de 1980. Este ofrece la posibilidad de
descomponer señales, imágenes y otro tipo de datos. Las ondas cortas son fun-
ciones similares a las funciones seno y coseno, en cuanto a que también oscilan
en torno a cero. Sin embargo, tal como su nombre lo indica, las oscilaciones de
una onda corta se desvanecen rápidamente en la proximidad de cero, y tienen
una localización temporal.

En el área de finanzas, las ondas cortas se han utilizado para cuantificar la
correlación existente entre los precios de los activos financieros, para distintos
horizontes de tiempo. Referencias recientes en esta área son Gençay, Whitcher
y Selçuk (2005), Connor y Rossiter (2005), Lin y Stevenson (2001), Ramsey y
Lampart (1998) y Ramsey (2002).
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3. Descripción de los datos y estimaciones

En esta sección, nos centramos en la estimación del CAPM para distintos ho-
rizontes de tiempo, para aquellos activos que se transaron regularmente en la
Bolsa de Comercio de Santiago. En particular, escogimos aquellas acciones que
se transaron, al menos, el 85 por ciento de los d́ıas hábiles comprendidos en
la muestra (enero 1997-septiembre 2002). El Cuadro 1 presenta estad́ıgrafos
descriptivos para las 24 acciones escogidas. Utilizamos el Índice de Precios Se-
lectivo de Acciones (IPSA) y la tasa nominal a 30 d́ıas, como una aproximación
del portafolio de mercado y de la tasa libre de riesgo, respectivamente.

Acción Dı́as Promedio Mediana Dev. Std 1ercuartil 3ercuartil Exceso de

transados curtosis

BESALCO 89 % -0.001 0.000 0.023 -0.007 0.000 16.8

CAP 95 % -0.001 0.000 0.020 -0.011 0.008 3.9

CERVEZAS 88 % 0.000 0.000 0.022 -0.007 0.007 13.0

CGE 93 % -0.001 0.000 0.029 -0.015 0.010 2.8

CMPC 100 % 0.000 0.000 0.015 -0.008 0.006 2.3

COLBUN 99 % 0.000 0.000 0.022 -0.001 0.000 3.0

COPEC 100 % 0.000 0.000 0.018 -0.009 0.009 2.8

CTC-A 100 % -0.001 0.000 0.021 -0.012 0.009 5.7

CUPRUM 96 % 0.000 0.000 0.019 -0.006 0.006 7.2

CHILECTRA 92 % -0.001 0.000 0.017 -0.008 0.005 7.0

D&S 98 % 0.000 0.000 0.024 -0.010 0.010 12.7

ENDESA 100 % -0.001 0.000 0.019 -0.010 0.009 8.5

ENERSIS 100 % -0.001 0.000 0.021 -0.011 0.009 4.1

ENTEL 100 % 0.000 0.000 0.020 -0.011 0.009 3.1

FALABELLA 99 % 0.000 0.000 0.019 -0.010 0.009 4.9

GASCO 89 % 0.000 0.000 0.017 -0.002 0.003 5.1

IANSA 99 % -0.001 0.000 0.025 -0.015 0.003 3.5

LAN 86 % 0.000 -0.001 0.014 -0.007 0.006 6.3

MASISA 94 % -0.001 0.000 0.022 -0.010 0.009 3.9

ORO BLANCO 93 % -0.001 0.000 0.029 -0.015 0.010 2.8

PARIS 93 % 0.000 0.000 0.019 -0.010 0.007 6.4

SAN PEDRO 98 % 0.000 0.000 0.016 -0.006 0.007 5.1

SM-CHILE B 97 % 0.000 0.000 0.022 -0.001 0.000 14.1

SQM-B 89 % -0.001 0.000 0.023 -0.010 0.009 34.8

IPSA (Merca-

do)

100% 0.000 -0.001 0.013 -0.007 0.006 6.2

Cuadro 1: Estad́ıgrafos descriptivos de los retornos por sobre la tasa libre de
riesgo

Dado que trabajamos con información diaria, las escalas de las wavelets
son tales que: la escala 1 se asocia con las fluctuaciones de 2-4 d́ıas de una
serie de datos, la escala 2 con las fluctuaciones de 4-8 d́ıas, la escala 3 con las
fluctuaciones de 8-16 d́ıas, la escala 4 con las fluctuaciones de 16-32 d́ıas, la
escala 5 con las fluctuaciones de 32-64 d́ıas, y la escala 6 con las fluctuaciones
de 64-128 d́ıas. La escala 7 corresponde a la dinámica de 128-256 d́ıas, esto es,
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aproximadamente, un año.
Para fines ilustrativos, el gráfico 1 muestra la variación del retorno del por-

tafolio de mercado, por sobre la tasa libre de riesgo, en las escalas 1 y 6. D1 y
D6–que, en el lenguaje de las wavelets, se denominan cristales reconstruidos–
describen los movimientos de alta frecuencia (corto plazo) y de más baja fre-
cuencia (más largo plazo)

Figura 1: Cristales reconstruidos D1 y D6 del portafolio de mercado, IPSA

El Cuadro 2 muestra nuestros cálculos de los betas para cada acción, para
cada una de las escalas temporales ya definidas. Como vemos, la relación
entre el retorno del activo y del IPSA se vuelve más fuerte entre mayor sea el
horizonte de tiempo.

Esto se ilustra en el Gráfico 2, en donde el cristal reconstruido de CAP
se grafica con respecto al cristal reconstruido correspondiente del IPSA: La
asociación lineal entre las dos variables es particularmente fuerte en las escalas
2 y 3. Ello evidencia que la fracción de riesgo sistemático, contenido en un
activo individual, tiene una mayor asociación con las frecuencias menores del
portafolio de mercado (esto es, con la variación de mediano plazo del mercado).

Una aplicación de nuestros resultados es el cálculo del premio por riesgo
del portafolio de mercado. Es decir, cuánto más rentó el IPSA que la tasa
libre de riesgo. Para el peŕıodo de la muestra, el premio por riesgo fue nega-

12
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Beta para cada escala temporal R2 para cada escala temporal

Acción 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

BESALCO 0.281 0.230 0.400 0.535 0.684 1.494 0.036 0.025 0.049 0.075 0.200 0.364

CAP 0.554 0.607 0.773 0.736 0.577 0.721 0.121 0.170 0.316 0.277 0.284 0.296

CERVEZAS 0.283 0.628 0.931 1.074 0.926 1.058 0.032 0.151 0.328 0.346 0.553 0.565

CGE 0.116 0.222 0.231 0.282 0.612 0.486 0.012 0.058 0.077 0.080 0.354 0.288

CMPC 0.516 0.577 0.733 0.549 0.754 0.841 0.168 0.246 0.356 0.246 0.400 0.560

COLBUN 0.600 0.480 0.574 0.459 0.471 0.508 0.087 0.089 0.182 0.147 0.185 0.464

COPEC 0.894 0.846 0.937 0.779 0.872 1.037 0.354 0.388 0.423 0.392 0.513 0.670

CTC-A 1.259 1.358 1.355 1.209 1.330 1.084 0.551 0.613 0.649 0.663 0.802 0.781

CUPRUM 0.298 0.417 0.562 0.893 0.914 1.019 0.038 0.105 0.151 0.264 0.373 0.566

CHILECTRA 0.739 0.726 0.925 0.837 0.803 1.031 0.307 0.339 0.513 0.503 0.488 0.661

D&S 0.899 0.913 0.945 1.335 1.208 1.331 0.204 0.265 0.295 0.498 0.667 0.741

ENDESA 1.192 1.197 1.097 1.060 0.987 1.095 0.533 0.655 0.553 0.593 0.625 0.857

ENERSIS 1.223 1.218 1.180 1.177 1.022 0.937 0.527 0.572 0.586 0.636 0.601 0.579

ENTEL 0.734 0.763 0.744 0.780 0.750 0.936 0.209 0.263 0.223 0.295 0.352 0.618

FALABELLA 0.701 0.845 0.761 0.792 0.904 1.106 0.187 0.319 0.331 0.350 0.476 0.680

GASCO 0.142 0.311 0.313 0.232 0.649 0.674 0.012 0.062 0.093 0.036 0.281 0.385

IANSA 0.914 0.988 0.968 0.848 0.856 0.956 0.170 0.275 0.292 0.249 0.288 0.563

LAN 0.151 0.325 0.553 1.023 0.963 1.347 0.006 0.031 0.064 0.250 0.275 0.434

MASISA 0.466 0.560 0.707 0.944 0.975 1.317 0.074 0.144 0.192 0.352 0.476 0.673

ORO BLANCO 0.572 0.750 0.813 0.626 0.534 0.760 0.054 0.120 0.161 0.148 0.163 0.386

PARIS 0.522 0.699 0.757 0.795 1.032 1.202 0.122 0.242 0.312 0.366 0.571 0.587

SAN PEDRO 0.203 0.486 0.540 0.408 0.675 0.871 0.023 0.168 0.243 0.182 0.450 0.671

SM-CHILE B 0.314 0.194 0.201 0.327 0.380 0.333 0.027 0.016 0.021 0.064 0.121 0.156

SQM-B 0.860 0.988 0.992 0.920 1.179 1.088 0.211 0.339 0.339 0.370 0.549 0.589

Promedio 0.601 0.680 0.750 0.776 0.836 0.968 0.169 0.236 0.281 0.308 0.419 0.547

Dev. Std 0.347 0.324 0.291 0.300 0.238 0.286 0.171 0.182 0.173 0.178 0.175 0.170

Cuadro 2: Beta calculado a partir de los cristales reconstruidos de cada acción
y del IPSA

tivo, en promedio, e igual a -9.06 por ciento (base anual). En otras palabras,
resultó más rentable invertir en papeles del Banco Central a 30 d́ıas o en
depósitos bancarios a igual plazo, al menos en promedio. Los resultados se
muestran a continuación:

Horizonte de tiempo Premio por ciento ( % anual)

2-4 d́ıas −0,126∗

4-8 d́ıas −0,115∗∗

8-16 d́ıas −0,126∗∗

16-32 d́ıas −0,075

32-64 d́ıas −0,002

64-128 d́ıas −0,046

Cuadro 3: Premio por riesgo de mercado para distintos horizontes

Nota: ∗: significativo al 5 por ciento; ∗∗: significativo al 10 %.

De las estimaciones, el premio por riesgo calculado que resulta más próximo
al observado y que es estad́ısticamente significativo, según nuestros cálculos es
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Figura 2: Cristales reconstruidos de CAP y del IPSA

el obtenido por la escala 2 (4-8 d́ıas).

4. Una aplicación al cálculo del valor en riesgo

(VaR)

El valor en riesgo (VaR) se define como la máxima pérdida esperada, dado un
horizonte de tiempo y un intervalo de confianza. Intenta proporcionar una
cantidad, en dinero, que resuma el riesgo total de un portafolio de activos. Se
ha convertido en una herramienta popular entre los administradores de fondos
de inversiones e instituciones financieras. Aunque se utiliza comúnmente en
los mercados financieros desarrollados, ha cobrado mayor relevancia en Chile
sólo en los últimos años.

Utilizamos la ecuación (6), descrita en el apéndice, para obtener el valor
en riesgo para cada escala de tiempo. Espećıficamente, el VaR en cada escala

14
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temporal se puede obtener al evaluar la ecuación (6) en la varianza del retorno
del mercado, los betas de las k acciones y las varianzas de los términos de error
que capturan el riesgo diversificable, para cada escala correspondiente.

El Cuadro 4 muestra nuestros cálculos. Primero, como habŕıamos espera-
do, el valor en riesgo decrece, en general, a medida que la escala temporal
aumenta (frecuencias más bajas). Segundo, la contribución al riesgo total es
mayor en las escalas menores (alta frecuencia). Esto quiere decir que la pérdida
potencial, para un horizonte de un d́ıa, es mayor cuando nos centramos en las
fluctuaciones de más corto plazo de los retornos. En términos simples, tenemos
más oportunidades de ganar dinero, al invertir en acciones, en el mediano y
largo plazo.

Horizonte de tiempo VaR al 95 % Contribución al VaR ( %)

(pesos)

2-4 d́ıas 0.010 30.04

4-8 d́ıas 0.009 25.73

8-16 d́ıas 0.008 17.89

16-32 d́ıas 0.006 10.68

32-64 d́ıas 0.005 7.20

64-128 d́ıas 0.005 8.45

Total 99.99

Cuadro 4: Valor en riesgo (VaR) para diferentes horizontes de tiempo

Nota: El VaR representa la pérdida potencial, a un horizonte de un d́ıa y
a un 95 por ciento de confianza, para una inversión de $1.

minimizar
∑

{(i,j)∈Ac}

gij (xij , pi, pj)

5. Conclusiones

El modelo CAPM establece que el premio por riesgo de un activo es igual a
su beta multiplicado por el premio por riesgo del portafolio de mercado. El
beta mide el grado de co-movimiento entre el retorno del activo financiero y
el retorno del portafolio de mercado. En los últimos años, el modelo CAPM,
en su versión original, ha sido cuestionado por varios estudios emṕıricos.

Una corriente de la literatura ha permitido que el beta, el premio por riesgo
del mercado, o ambos, vaŕıen en el tiempo. T́ıpicamente, los modelos utilizados
por esta vertiente son los de volatilidad condicional (GARCH y GARCH en
media). Una corriente alternativa y que es la utilizada en este estudio es el
análisis de wavelets u ondas cortas. Este constituye una herramienta poderosa
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para descomponer series temporales en componentes ortogonales, con distintas
frecuencias. Cada una de ellas tiene una locación en el tiempo, lo cual posibilita
cuantificar las correlaciones entre series financieras para distintos plazos.

En este trabajo nos centramos en la estimación del modelo CAPM, pa-
ra distintos horizontes de tiempo, con información de la Bolsa de Comercio
de Santiago. Nuestra muestra comprende 24 acciones que fueron activamente
transadas en el peŕıodo 1997-2002. Concluimos que el CAPM tiene un ma-
yor valor predictivo en el mediano plazo. Por otra parte, analizamos el efecto
de la dimensional temporal sobre el cálculo del valor en riesgo (VaR) de un
portafolio de activos. Concluimos que el riesgo se concentra, en una mayor
proporción, en el más corto plazo.
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páginas 87-102.

[7] Ramsey J. y C. Lampart (1998), ”The Decomposition of Economic
Relationships by Time Scale Using Wavelets: Expenditure and Inco-
me,”Studies in Nonlinear Dynamics & Econometrics 3(1), páginas 23-42.
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Apéndice: Derivación de la fórmula de VaR

Sabemos de la ecuación 3 que:

Ri −Rf = αi + βi(Rm −Rf ) + εi i = 1 . . . k (4)

Por lo tanto, la varianza del retorno del activo i, por sobre la tasa libre
de riesgo, y la covarianza de dicho retorno con el del activo j vienen dados,
respectivamente por:

σ2
i = β2

i σ2
m + σ2

ε i = 1 . . . k

σij = βiβjσ
2
m

donde E(ε2
i ) = σ2

εi
y E(εiεj) = 0,∀i 6= j (”E”indica valor esperado).

En consecuencia, la matriz que reúne a las varianzas y covarianzas de los
retornos de los activos, por sobre la tasa libre riesgo, viene dada por:

Ω = ββ′σ2
m + E (5)

en donde β=


β1

β2

...
βk

 y E =


σ2

ε1
0 · · · 0

0 σ2
ε2

· · · 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . σ2

εk


En particular, el VaR al (1 − α) por ciento de confianza de un portafolio

de k activos viene dado por:

V aR(α) = V0l(α)
√

ω′(ββ′σ2
m + E)ω (6)

donde ω es un vector k× 1 que reúne a las ponderaciones de los activos en
el portafolio, V0 es el valor inicial del portafolio, y l(α) = Φ−1(1 − α), donde
Φ(.) es la densidad acumulada de una distribución normal estándar.

Para un portafolio conformado por activos en iguales proporciones, esto
es, ωi = 1/k, el VaR se reduce a:

V aR(α) = V0l(α)

√√√√σ2
m

(
k∑

i=1

βi/k

)2

+
1
k2

k∑
i=1

σ2
εi

(7)
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A medida que el número de activos en el portafolio crece, se tiene que

V aR(α) ≈ V0l(α)

√
σ2

m

(
k∑

i=1
βi/k

)2

. Esto es, para un portafolio bien diversi-

ficado, el valor en riesgo depende exclusivamente del riesgo sistemático de los
activos.
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Gestión de Operaciones de Refino y

Moldeo en la Producción de Cobre

Lorena Pradenas*

Gino Núñez*
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Resumen

En este estudio se aborda el problema de programación de tareas en

equipos de refino y moldeo, que surge t́ıpicamente en una fundición de

concentrados de cobre. Para resolver el problema se propone un método

heuŕıstico y se implementa un sistema computacional que, mediante una

interfaz simple y fácil de usar, permite programar las operaciones con

bajo tiempo computacional.

Palabras Clave: Refino y moldeo; Programación de tareas;
Método heuŕıstico.

1. Introducción

Una fundición de concentrados de cobre recibe un flujo de mineral húmedo
proveniente de una etapa previa y presenta diversas operaciones t́ıpicas, ta-
les como: almacenamiento y preparación de carga, fusión, conversión, refino y
moldeo, limpieza de escorias y absorción de gases (en planta de ácido). En la
primera operación, el flujo de mineral húmedo es secado en hornos rotatorios.
En la fusión, el flujo de mineral seco es alimentado a reactores donde es some-
tido a altas temperaturas para su purificación, como resultado se obtiene un
producto intermedio que contiene de 62 a 75 % de cobre, el cual es ingresado a
la etapa de conversión, donde se realiza una nueva purificación, generando un

*Departamento de Ingenieŕıa Industrial, Universidad de Concepción.
**Departamento de Ingenieŕıa Informática, Universidad de Santiago de Chile y Departa-

mento de Ingenieŕıa Industrial, Universidad de Chile.
***Département d’Informatique et de Recherche Opérationnelle, Université de Montréal.
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producto, que contiene alrededor de 99% de cobre. En la operación de refino
y moldeo, el concentrado proveniente de conversión es nuevamente purificado
en reactores rotatorios y luego vaciado en las ruedas de moldeo generando
aśı los ánodos de cobre que constituyen el producto final. La pureza alcanzada
en esta etapa es de aproximadamente 99,6 a 99,7 %. Las escorias remanentes
generadas en los procesos de fusión y conversión son también purificadas con
el fin de recuperar el cobre disponible; otros remanentes no purificados son
considerados subproductos. Paralelamente, los gases ricos en azufre son, en
general, absorbidos en una planta de producción de ácido sulfúrico.

En particular, el concentrado de cobre fundido proveniente desde la etapa
de conversión es transportado y luego se alimenta a los reactores de refino con
cucharas de grandes dimensiones y desplazadas por medio de un puente-grúa.
La operación de refino es realizada en un conjunto de reactores con diferentes
capacidades.

Para el cargúıo de un determinado reactor (horno) de refino, éste debe estar
en operación, no encontrarse procesando otra carga y debe haber transcurrido
al menos un tiempo predefinido desde que se descargó en el último moldeo.

Una vez cargado el horno, y según las indicaciones metalúrgicas, se realiza
el proceso de refino que básicamente consiste, por un lado, en remover el azufre
y arsénico aún presentes en el concentrado y, por otro, eliminar el ox́ıgeno
mediante un proceso de reducción. El tiempo de duración de esta operación,
depende de la composición del concentrado y puede ser previamente definido.

El moldeo de ánodos de cobre se realiza en moldes fijos, insertos en ruedas
giratorias e instalados adecuadamente para facilitar su llenado y vaciado. Los
moldes de una rueda pueden ser cargados desde un horno de refino anexado
a la rueda pero, al momento de su carga, sólo puede recibir desde un único
horno.

Al descargar un horno, el cobre es vertido en los moldes de la rueda, la
cual gira periódicamente y dispone de otros moldes para ser llenados. Durante
el giro de la rueda con moldes llenos, éstos son refrigerados con agua hasta
alcanzar el sector donde son descargados automáticamente. Antes de volver a
llenar los moldes, éstos son rociados con antiadherentes. Esta forma de operar
configura un proceso batch tanto para los hornos como para las ruedas de
moldeo.

Suponemos que en promedio los ánodos moldeados tienen una masa apro-
ximada de 400 kilogramos y que, la velocidad de la rueda y las condiciones
tecnológicas permiten moldear a un flujo aproximado de 50 toneladas por ho-
ra. Antes de moldear, una rueda es sometida a una operación de preparación,
algunas de estas preparaciones pueden ser evitadas realizando lo que se conoce
como “encadenamiento”, donde se programan las descargas de los hornos de
manera de hacer coincidir el inicio de uno con el término del horno adyacente.
De esta forma, al finalizar con el cobre proveniente de un horno se comienza
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el moldeo del otro, sin detener la rueda y por lo tanto sin realizar una nueva
preparación.

En ocasiones cuando los equipos de conversión deben ser descargados y no
existe disponibilidad de equipos de refino y moldeo, y priorizando las operacio-
nes de conversión que tiene caracteŕısticas de “cuello de botella”se realiza una
operación denominada ”levantamiento de carga”. Ésta consiste en la deten-
ción del refino, ingresando el cobre proveniente de conversión; de esta forma
se inicia un nuevo refino y a continuación, el moldeo correspondiente.

Un diagrama de operaciones con una unidad de refino y moldeo es presen-
tado en la figura 1. Anexados a cada rueda de moldeo existen dos hornos de
refino, proporcionando descargas independientes.

Para obtener el máximo rendimiento de los equipos involucrados en el re-
fino y moldeo, es necesario que las operaciones se realicen coordinadamente
durante un periodo de planificación, es decir, debe sintonizarse simultánea-
mente: el manejo del puente-grúa, el cargúıo de los hornos, los ciclos de refino,
el cargúıo de los moldes, la definición sobre la relación horno-molde, etc. La
complejidad de esta coordinación hace que, en general, exista una tendencia
a tratar la actividad manualmente, o sea, dejando a cargo de los diferentes
turnos laborales la programación de las actividades en tiempo real, usando
incluso radios o teléfonos para la comunicación entre los operadores. Como re-
sultado, se generan una serie de dificultades que se traducen en ineficiencias en
las operaciones, como por ejemplo no disponibilidad de: puente-grúa, horno de
refino a ser cargado, rueda de moldeo, etc. A partir de esto, surge el problema
de la Programación automática de Operaciones en el Refino y Moldeo de una
fundición de concentrados de cobre (PORYM). La resolución eficiente de este
problema requiere de un adecuado modelo para el problema, de la selección y
diseño del algoritmo, de la definición de la captura y almacenamiento de datos
y resultados y de la construcción de una herramienta computacional orientada
al tipo de usuario.

En una primera aproximación, el PORYM puede ser visto como un proble-
ma de programación de tareas en máquinas paralelas, que ha sido ampliamente
estudiado en la literatura (Blazewicz 1991 y 1993; Pinedo, 1995). Sin embargo,
las caracteŕısticas propias de los procesos involucrados en las operaciones nos
conducen a un modelo matemático mixto (Núñez, 2004), con función objetivo
no lineal. El modelo resultante es del tipo: P |prec, rj|

∑
Cj perteneciendo, a

la familia de problemas NP-hard (Gram. et al., 1979).
En general, los problemas de máquinas paralelas presentan dos dimensio-

nes: localización y secuenciamiento o sea, no sólo se debe conocer el orden
de las tareas a procesar sino también en la máquina en la cual se realiza
cada operación. La medida de desempeño, minimizar el makespan ha sido am-
pliamente utilizada, como por ejemplo, cuando las tareas son dependientes o
independientes (Baker, 1974, Bank y Werner, 2001; Chekuri et al., 2001).
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Figura 1: Equipos de refino y moldeo

En la sección 2 se establece una heuŕıstica de solución que utiliza un en-
foque de búsqueda basada en restricciones, implementada en el lenguaje de
programación C++. La interfaz gráfica diseñada permite obtener como resul-
tado final una carta gantt, en la cual se dibuja la solución presentada por la
heuŕıstica. En la sección 3 se presentan los resultados y algunos diagramas del
sistema implementado y finalmente en la sección 4 se presentan las principales
conclusiones del estudio.

2. Procedimiento de solución

Dado que el problema en estudio pertenece a la clase NP-Hard y una for-
mulación basada en programación entera no-lineal exige varios centenares de
variables (Núñez, 2004), en este art́ıculo se presenta un método heuŕıstico que
genera una solución de buena calidad en un bajo tiempo computacional. Esta
heuŕıstica es la que debe ser incrustada en la herramienta computacional para
resolver el problema planteado.

Siguiendo la analoǵıa con los problemas de asignación de tareas en máqui-
nas paralelas, se considera que una tarea es un ciclo que contiene el cargúıo de
un horno y las correspondientes etapas de refino y moldeo. Además, se consi-
dera que tales ciclos deben ser asignados a máquinas, en este caso, hornos de
refino.
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Revista Ingenieŕıa de Sistemas Volumen XIX, Octubre 2005

Algoritmo 1.

Inicio

Ordenar tareas Ji por tiempos de operación ai en forma no - creciente,

Sub - ordenar tareas Ji, con igual ai, por tiempo de arribo ri en forma

no - decreciente,

Mientras exista alguna tarea Ji sin asignar

Si el tiempo ai es suficiente para ser asignada a Mn

q = 0

Mientras Ji no ha sido asignada y q ≤ b

Si Mn−q está disponible, asignar a Mn−q en t = ri

Si no hacer q = q + 1
Fin Mientras

Hacer G = M1,M2, . . . ,Mn

Mientras Ji no ha sido asignada y G 6= ∅
Buscar en G la máquina Mk que sea liberada más temprano

Si Ji tiene el tiempo ai para ser asignada a Mk

Asignar Ji a Mk en el t = máx{liberación de Mk, ri}
Si no hacer G = G − {Mk}

Fin mientras

Fin Mientras

Fin

El algoritmo 1 describe el procedimiento de solución en pseudo-código. Pri-
mero las tareas son ordenadas con respecto a su flexibilidad para ser asignadas
a las máquinas, o sea, las tareas con mayor tiempo de operación (menor flexibi-
lidad), es decir, las cargas con mayor número de ollas, tienen mayor prioridad y
deben ser asignadas a hornos de mayor capacidad, mientras que las de tamaño
medio pueden ser cargadas en cualquiera de los hornos. En un segundo orde-
namiento, los trabajos con igual tiempo de operación son ordenados en forma
no-decreciente con respecto a su tiempo de arribo. Ambos ordenamientos se
reflejan en la inicialización del algoritmo.

El algoritmo tiene un ciclo principal (Mientras) dentro del cual se realizan
dos etapas. En la primera, reflejada en la instrucción Si y el ciclo anidado
Mientras, se analiza la factibilidad de asignar la primera tarea de la lista a
alguna de las b máquinas (hornos) con mayor capacidad. Con este fin, se ve-
rifica que la máquina se encuentre libre para asignar el trabajo en su tiempo
de arribo, o sea, que no se interrumpa con otra tarea ya asignada a la mis-
ma máquina, o con la actividad de preparación del horno o finalmente, con
una posible utilización de la rueda de moldeo por alguna tarea en el horno
adyacente. Siendo posible, se debe realizar la asignación.
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En la segunda etapa de búsqueda (ciclo anidado Mientras), se determina la
máquina que queda disponible más temprano, en función de las asignaciones
que ya se han realizado y considerando todas las restricciones de interrupción
de las tareas. Si por tamaño es factible procesar el trabajo en esa máquina, la
asignación es realizada en el tiempo mayor entre la liberación de la máquina y
el tiempo de arribo de la tarea. Si por tamaño no es posible asignarla se busca
la máquina restante, que presente el menor tiempo de liberación. El proceso
se repite hasta que todas las tareas son asignadas.

La propagación de restricciones que dificulta la asignación de las tareas
en las máquinas es analizada cada vez que se busca el tiempo de liberación
de una máquina, considerando tanto las tareas que ya han sido programadas
como las que todav́ıa se deben asignar.

El algoritmo propuesto es polinomial, espećıficamente de orden m(n log n+
log m + n), donde m es el número de tareas a asignar y n es el número de
máquinas disponibles.

3. Resultados

Los resultados de la heuŕıstica son evaluados, comparándolos con la situa-
ción que realmente ocurre en una planta t́ıpica para un periodo de 30 d́ıas
(Tabla 1). En la primera columna se indica el d́ıa del registro, en la segunda,
la producción diaria (tons), en la tercera, se indica el número de hornos que
participaron en la producción diaria, mientras que en la cuarta columna, se
presenta el número de hornos programados por la heuŕıstica para el mismo
d́ıa, bajo las mismas condiciones operacionales. En las dos últimas columnas
se muestra el tiempo total de procesamiento sumado para todas las tareas
realizadas o programadas. Se observa que en todos los casos la programación
generada por el algoritmo es más eficiente que lo que realmente ocurrió en esos
d́ıas. Con un tiempo de flujo menor o igual, se utilizan menos hornos.

Las figuras 3 y 4 presentan imágenes de algunas de las pantallas del sistema
computacional desarrollado. Espećıficamente, en la figura 3 se muestra el in-
greso de algunos parámetros operacionales tales como la capacidad y tiempos
de preparación para los hornos de refino, aśı como, la velocidad y tiempos de
preparación de las ruedas de moldeo. Adicionalmente, se muestra los campos
diseñados para la entrada de datos que indica las detenciones programadas de
los hornos que deben ser consideradas en el peŕıodo de programación.

La figura 4 presenta una Carta Gantt con la programación resultante para
un d́ıa de operación. En ésta se observa la operación de los hornos de refino no

2, 6 y 8 con sus correspondientes ciclos de proceso. Se observa que los hornos 1
y 7 se encuentran fuera de operación; en el borde superior se muestra un diseño
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Figura 2: Pantalla de ingreso de parámetros al sistema

que corresponde al instante en que las ollas con concentrado proveniente de
los convertidores hacen su arribo a la unidad de refino y moldeo. En cada ciclo
se describen las tres etapas con colores diferentes. El ciclo es localizado en
correspondencia con la hora de inicio y término del procesamiento.

Figura 3: Carta Gantt de programa
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Dı́a Producción N◦ Hornos N◦ Hornos Tiempo flujo Tiempo flujo

(Ton) utilizados Programación Real (min) Programado

(min)

1 1400 4 3 2640 2610

2 1350 4 3 2700 2460

3 1000 4 4 2280 1860

4 900 4 3 2040 1848

5 1500 5 3 2880 2880

6 2000 5 3 4020 3840

7 2250 5 5 4440 4350

8 2000 5 4 3950 3930

9 2250 5 4 4430 4410

10 1500 4 2 2900 2880

11 1750 3 3 3360 3360

12 1750 4 3 3690 3360

13 2000 5 4 4010 3840

14 2050 4 3 4090 4036

15 1950 4 2 5680 5484

16 1350 4 3 2630 2450

17 2000 4 3 4000 3840

18 1500 6 3 2890 2880

19 2250 6 5 4460 4350

20 900 5 3 2010 1848

21 2000 5 4 3950 3930

22 2000 4 3 4050 3880

23 1500 4 3 2910 2900

24 2250 4 4 4430 4410

25 1350 4 3 2700 2460

26 2000 5 4 4030 3840

27 2000 5 3 4000 3900

28 2400 5 4 6500 6178

29 1000 5 4 2160 1880

30 2000 5 4 3940 3930

Cuadro 1: Comparación de resultados alcanzados con algoritmo y con datos
de operación

4. Conclusiones

En este estudio se propone un algoritmo para resolver el problema de
asignación de tareas en el proceso de refino y moldeo de una fundición de
concentrados de cobre. Además, se describe una herramienta computacional
que permite programar las actividades diarias de la planta. El problema teóri-
co resultante tiene caracteŕısticas adicionales a los t́ıpicamente tratados en
la literatura de scheduling, debido a las caracteŕısticas propias del proceso
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metalúrgico involucrado.
El algoritmo propuesto mejora la gestión de las operaciones en la pro-

ducción de cobre, para el periodo en estudio. No tan sólo obtiene la misma
producción en un menor tiempo de flujo sino que, utilizando menos hornos.
El sistema computacional desarrollado permite un manejo fácil de las opera-
ciones desde un computador personal. No es necesario que el usuario tenga
un conocimiento sobre métodos o técnicas de optimización combinatoria para
poder simular escenarios de producción bajo cualquier conjunto de condiciones
operacionales.
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Resumen

El campeonato de la primera división del fútbol chileno consta de 20
equipos que deben enfrentarse todos contra todos a lo largo de 19 fechas.

La construcción de un fixture para la programación de cada fecha no es

una tarea fácil, dado que las múltiples condiciones que necesita satisfacer

lo convierten en un problema combinatorial de dif́ıcil resolución. Estas

condiciones tienen que ver con lograr mayores beneficios económicos para

los clubes, establecer mecanismos de equilibrio deportivo, hacer el torneo

más atractivo para el público y cumplir con las exigencias de la Asociación

Nacional de Fútbol Profesional (ANFP), institución que dirige y organiza

el campeonato. En este art́ıculo mostramos cómo se confeccionó el fixture

utilizado en el Campeonato Apertura 2005, modelado usando un enfoque

de programación matemática entera.

Palabras Clave: fixture; programación entera, sports scheduling.
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1. Introducción

La Asociación Nacional de Fútbol Profesional (ANFP) es la institución que
administra, organiza y dirige al fútbol chileno. Dentro de las responsabilidades
de esta asociación está la confección del fixture de la Primera División.

En el fútbol chileno se juegan dos campeonatos al año, los cuales son
llamados Apertura y Clausura. Cada campeonato se realiza en dos etapas:
fase clasificatoria y fase de playoffs.

Los 20 equipos de Primera División están divididos en 4 grupos de 5 equipos
cada uno, pero a pesar de ello en la fase clasificatoria deben enfrentarse todos
contra todos a lo largo de 19 fechas, sumando cada uno sus puntos para su
respectivo grupo. Al finalizar esta fase, los dos primeros de cada grupo se
clasifican para la fase de playoffs, que es donde se define el campeonato.

Un buen fixture puede ser un significativo aporte al campeonato chileno,
haciéndolo más rentable para los clubes, más atractivo para el público y de-
portivamente más equilibrado. Algunos ejemplos pueden ser: aprovechar fechas
programadas con pocos d́ıas de separación para que un equipo juegue dos par-
tidos de visita consecutivos en zonas cercanas entre śı, pero alejadas de su
lugar de origen; elegir lugares tuŕısticos en fechas de verano para partidos
atractivos; ubicar los clásicos en fechas apropiadas; intentar que los partidos
entre equipos del mismo grupo se jueguen hacia el final del campeonato; con-
seguir que cada equipo juegue en forma balanceada de local o visita frente a
los equipos más poderosos, etc.

Hasta el año 2004 la construcción del fixture se haćıa mediante el sorteo
de los lugares en una plantilla establecida de antemano, como se hace prácti-
camente en todos los torneos de fútbol de Sudamérica y Europa. Al analizar
los fixtures de campeonatos pasados se observa numerosas deficiencias en su
programación, haciendo los torneos menos atractivos para el público, menos
rentables para los clubes y desbalanceados deportivamente.

Las deficiencias más notables fueron las siguientes: partidos clásicos en fe-
chas inconvenientes; no consideración de la participación de clubes chilenos en
competencias internacionales; equipos denominados chicos enfrentando siem-
pre de visita en un mismo campeonato a los equipos más poderosos; desba-
lance en las locaĺıas en d́ıas miércoles (los clubes prefieren no jugar de local
en d́ıas de semana, porque la recaudación suele ser menor); no aprovecha-
miento de lugares tuŕısticos para partidos atractivos; no aprovechamiento de
fechas entre-semana para jugar en lugares alejados dos partidos consecutivos,
ahorrando un viaje, etc.
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A partir de este análisis y teniendo en cuenta el amplio desarrollo que
el sports scheduling está teniendo a nivel mundial, es que se acordó que el
Departamento de Ingenieŕıa Industrial de la Universidad de Chile realizaŕıa el
fixture de la Primera División del fútbol chileno con el objetivo final de tener
un mejor fixture.

En este trabajo se describe la experiencia puesta en práctica y las técnicas
matemáticas utilizadas en la confección del fixture.

La estructura del trabajo es la siguiente: el Caṕıtulo 2 da una visión ge-
neral del estado del arte mostrando los principales enfoques utilizados en este
ámbito; el Caṕıtulo 3 muestra los distintos requerimientos de los clubes; el
Caṕıtulo 4 describe la metodoloǵıa utilizada para la creación del fixture y los
resultados obtenidos y, por último, el Caṕıtulo 5 da las principales conclusiones
y las ĺıneas para futuros desarrollos.

2. Estado del Arte

La generación de fixtures para campeonatos es un problema dif́ıcil de re-
solver debido a la gran cantidad de requerimientos que se deben satisfacer. En
su forma más básica el problema consiste en n equipos (con n par) que deben
enfrentarse unos contra otros k veces. Para organizar estos n

2 (n−1)k partidos,
hay (n−1)k fechas disponibles. En cada una de estas fechas, todos los equipos
deben jugar un partido. Entonces, para cada fecha t = 1, ..., (n− 1)k, hay que
determinar qué equipos juegan entre śı y quién juega de local. A este proble-
ma se le conoce como Round Robin Tournament Problem (RRTP). Si k = 1
entonces se trata de un Single RRTP y si k = 2 se le llama Double RRTP. En
este último caso el campeonato puede ser espejado (es decir, se mantiene el
orden de los partidos invirtiendo las locaĺıas) o no espejado.

Henz et al. [17, 19, 20] utilizan diversas técnicas de Constraint Program-
ming (CP ) para resolver este problema, Trick [25] propone una combinación
entre Programación Entera y CP , Urban y Russell [26] incorporan diferentes
funciones objetivos a cumplir, aplicando goal programming, de Werra [8, 9, 10]
modela el problema con teoŕıa de grafos inspirado en el problema de un liga
de basketball. Schaerf [23] utiliza CP con una aproximación de dos etapas:
la primera, la creación de patrones del torneo y la segunda, un problema de
asignación.

Como casos aplicados de estos problemas están los de Della Croce et al. [7]
que resuelve el fixture para un torneo de tenis utilizando Tabu Search, Nem-
hauser y Trick [21], para la liga de basketball universitaria de la Conferencia
de la Costa Atlántica de Estados Unidos resolviéndolo con una aproximación
de tres etapas: en la primera se genera una colección de patrones local/visita,
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en la segunda se agrupan los patrones en un fixture factible, y en la tercera se
asignan los equipos al fixture, todo bajo un esquema de Programación Ente-
ra. Luego Henz [18] propone una mejora en la performance de este esquema
resolviendo cada una de las etapas con CP .

Entre las variantes de este tipo de problemas se encuentra el diseño de
un torneo balanceado, Balanced tournament design problem (BTDP), donde
hay estadios comunes en que deben ser jugados los encuentros. El BTDP es
similar al SRRTP, cada equipo debe jugar contra otro exactamente una sola
vez, pero se requiere que los partidos jugados por cada equipo sean igualmente
distribuidos entre todos los estadios disponibles. Aggoun y Vazacopoulos [1]
resuelven este problema con CP . Anderson en su libro [3] estudia aspectos
teóricos del problema y propone métodos constructivos para resolver el pro-
blema. Dinitz et al. [11] estudia la complejidad del problema, enumerando la
cantidad de torneos posibles para ligas con hasta 10 equipos. Hamiez et al. [15]
resuelve el problema para grandes ligas, con hasta 40 equipos, usando Tabu
Search y en [16] se resuelve el problema usando un algoritmo de mejoramiento
para ligas con T equipos, tal que (T − 1) no es múltiplo de 3.

Otra variante del problema muy estudiada en la literatura es el de mini-
mizar las distancias viajadas por los equipos. Bean y Birge [4] resolvieron el
problema de la NBA de los Estados Unidos, donde las principales restricciones
tienen que ver con el tiempo de descanso y la disponibilidad de los estadios.
Costa [6] consideró el problema de la minimización de la suma de las distancias
viajadas por los equipos en la NHL de los Estados Unidos y lo resolvió con
una metaheuŕıstica que combina ideas de algoritmos genéticos y Tabu Search.

El interés en esta área creció notablemente a partir de la formulación del
Traveling Tournament Problem (TTP) por parte de Easton et al. [12]. El TTP
consiste en diseñar un fixture que minimice las distancias recorridas por los
equipos participantes de una liga deportiva norteamericana. Anagnostopoulos
et al. [2] proponen una heuŕıstica basada en Simulated Annealing y Cardemil
et al. [5], una heuŕıstica basada en Tabu Search para resolver el TTP. Easton
et al. [13] proponen una combinación entre Programación Entera y CP para
encontrar la solución óptima del problema en ligas de hasta 8 equipos. Ribero
et al. [22] desarrollan heuŕısticas para el caso espejado del TTP.

En aplicaciones reales a torneos de fútbol se encuentra la realizada por
Schreuder [24] quien mediante teoŕıa de grafos resuelve el problema del cam-
peonato holandés en dos etapas: primero resuelve la minimización del número
de patrones con locales o visitas seguidos y luego asigna los equipos.
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3. Requerimientos para el problema del fútbol

chileno

La literatura de sports scheduling muestra diferentes tipos de enfoques de
solución ante una gran variedad de requerimientos y objetivos. Nemhauser y
Trick [21] analizan la MLB (Major League Baseball) y discuten sus requeri-
mientos (por ejemplo, que cada equipo debe jugar dos veces por semana, o
que cada equipo juega 8 veces de local y 8 de visita contra cada uno de los
equipos restantes). Ferland y Fleurent [14] analizan la NHL (National Hockey
League) y discuten requerimientos como la disponibilidad de estadios, distan-
cias recorridas por los equipos o condiciones como que un equipo no juegue
más de dos partidos en tres d́ıas.

El campeonato chileno se podŕıa clasificar como un Double RRTP si con-
sideramos en conjunto Apertura y Clausura de cada año, o como un RRTP si
consideramos los torneos por separado (aunque en este último caso, las locaĺıas
del segundo campeonato quedan fijadas invirtiendo las del primero). En estos
torneos cada uno de los 20 equipos juega entonces en 19 ocasiones, 10 veces
de local y 9 veces de visita, o viceversa. Esta información nos da la base para
la confección del fixture del campeonato.

Junto con estas restricciones generales se incorporan una serie de reque-
rimientos que hacen más compleja la búsqueda de una solución factible. Los
requerimientos impuestos se dividen en restricciones duras, que deben cum-
plirse obligatoriamente, y condiciones blandas, que se espera sean satisfechas
para hacer más atractivo y rentable al torneo.

Los requerimientos de los clubes están relacionados con distintos objeti-
vos (intereses económicos, aprovechamiento de lugares tuŕısticos para partidos
importantes o evitar muchas visitas seguidas para cada equipo).

También se incorporan al modelo requerimientos espećıficos sugeridos por
la ANFP o por los clubes, como contemplar las fechas de las copas internacio-
nales a fin de programar convenientemente los partidos de los representantes
locales; programar algún partido en alguna fecha predeterminada de antema-
no (como ser, que los finalistas del torneo anterior se enfrenten en la primera
fecha para que se suspenda sólo un partido y ambos tengan una semana más
de descanso); o, por ejemplo, no hacer jugar a Coquimbo de local contra un
equipo grande el d́ıa de la fiesta de la Pampilla, porque no habŕıa contingente
policial suficiente para cubrir ambos eventos.

Un punto importante es darle el mayor atractivo posible a las fechas del
final del campeonato, debido a que en ellas se define la clasificación a los
playoffs (recordemos que pasan los dos mejores por grupo). Con esa idea se
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G. Durán, M. Guajardo, J. Miranda, D. Sauré, S. Souyris, A. Weintraub, A. Carmash, F.

Chaigneau Programación Matemática Aplicada al Fixture...

decide privilegiar los encuentros entre los equipos del mismo grupo para el
final del campeonato, los que suelen llamarse “partidos de 6 puntos”.

Cabe destacar que el calendario, o sea los d́ıas en que se juega cada fecha,
es fijado de antemano por la ANFP, por lo que es un dato de entrada del
problema.

3.1. Restriciones duras

3.1.1. Restricciones de patrones de locaĺıas y visitas

Un patrón corresponde a una combinación particular de fechas de local y
visita para un club determinado. Por ejemplo, para 4 fechas cualesquiera un
patrón podŕıa ser L-L-V-V o también podŕıa ser V-L-V-L. Cabe destacar que
en general el segundo patrón es preferido frente al primero, debido a que las
locaĺıas/visitas seguidas afectan en forma negativa al campeonato tanto por
cuestiones económicas como deportivas.

Las restricciones utilizadas en el modelo son:

Cada equipo juega 10 fechas de local y 9 fechas de visita en el torneo, o
viceversa.

En las fechas 1–2 cada equipo juega una vez de local y una vez de visita.
Esta condición también es impuesta para las fechas 16− 17 y 18− 19.

Cada equipo juega una vez de local y una vez de visita contra los equipos
“populares”1 del campeonato.

Ningún equipo puede jugar más de dos fechas consecutivas de local ni
de visita.

En cinco fechas consecutivas un equipo no puede jugar cuatro como local.

Cada equipo no puede jugar en más de una oportunidad dos fechas
seguidas como visita durante el campeonato.

3.1.2. Restricciones sobre los equipos

Otro conjunto de requerimientos son los asociados a las caracteŕısticas
propias de cada equipo, debido a su importancia dentro del campeonato y
popularidad. Las restricciones utilizadas son:

Si un equipo juega de local contra Colo Colo, deberá jugar como visita
contra la Universidad de Chile, y viceversa. El mismo criterio será usado
para los encuentros con la Universidad Católica y Cobreloa.

1Universidad de Chile y Colo Colo

34
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Los partidos entre Colo Colo, Universidad de Chile y Universidad Católi-
ca son llamados “clásicos” debido a que son rivales históricos dentro del
fútbol chileno. Estos encuentros se jugarán entre las fechas 8 y 17, ya
que la idea es no disputarlos al principio del campeonato donde el públi-
co aún no entra en clima, ni al final, donde quizás ya no tienen tanta
trascendencia.

Los tres equipos grandes2 juegan un clásico de local y un clásico de visita.

No se puede jugar en fechas consecutivas contra los equipos “populares”.

No se puede jugar en tres fechas consecutivas contra tres de los cuatro
equipos “fuertes”.3

3.1.3. Restricciones geográficas

Las caracteŕısticas geográficas y demográficas de Chile hacen necesario
considerar los efectos de las distancias y de las zonas con alta afluencia de
público en algunas épocas del año. Por ejemplo, deseamos evitar viajes segui-
dos demasiado largos o aprovechar un partido atractivo usando una locaĺıa de
alguna zona tuŕıstica importante en época estival.

Las restricciones utilizadas en el modelo son:

En cada fecha no pueden haber más de 4 encuentros en Santiago (hay 6
equipos4 que residen en esta ciudad).

Se creó un subconjunto de pares de equipos llamados “cruzados”5. Los
equipos que integran un mismo par de cruzados cumplen la restricción
de que cuando uno de ellos es local, el otro deberá ser visita para una
fecha en particular, y viceversa. Este criterio apunta a que los equipos
en un mismo par de cruzados pertenecen a una misma zona geográfica e
incluso a veces comparten el mismo estadio.

Aprovechamiento de los lugares tuŕısticos para fechas de alta convoca-
toria de público. Esta condición implica que los equipos de Viña, Valpa-
ráıso, Coquimbo y La Serena deberán jugar al menos una vez de local
con los 3 equipos “grandes”del páıs en los meses de enero o febrero. Cabe
destacar que un equipo “popular”no puede jugar en la misma semana
con equipos de la misma región tuŕıstica.

2Colo Colo, Universidad de Chile y Universidad Católica
3Colo Colo, Universidad de Chile, Universidad Católica y Cobreloa
4Universidad de Chile, Colo Colo, Universidad Católica, Unión Española, Audax Italiano,

Palestino
5Colo Colo-Universidad de Chile; Coquimbo Unido-La Serena; Everton-Wanderers; Uni-

versidad de Concepción-Deportes Concepción
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Un equipo de la zona centro del páıs no puede jugar de visita en parti-
dos consecutivos domingo-miércoles o miércoles-domingo, uno en la zona
norte y otro en la zona sur. El objetivo es no realizar viajes largos con-
secutivos para evitar el desgaste de los jugadores.

3.2. Condiciones blandas

Se imponen dos condiciones blandas: en un caso, para disminuir costos
operativos y en el otro, para tener partidos atractivos hacia el final del tor-
neo, con la intención de aumentar las recaudaciones e incentivar el interés del
público por el campeonato.

A lo largo del torneo debe haber aprovechamientos de viajes en visitas
a lugares alejados, involucrando las fechas de los miércoles. Esto signifi-
ca que un equipo juegue dos partidos consecutivos de visita en lugares
alejados de su ciudad y cercanos entre śı, a fin de ahorrarse un viaje en
el campeonato.

Privilegiar los encuentros entre los equipos del mismo grupo en las fechas
finales del campeonato.

4. Metodoloǵıa y resultados del modelo

El problema de hallar un fixture para el campeonato puede clasificarse
como un problema de factibilidad, puesto que buscamos una asignación de
partidos que cumpla con todos los requerimientos impuestos. En este contex-
to, nuestro primer paso para confeccionar este fixture consiste en lograr una
representación matemática del mismo y, posteriormente, de los requerimien-
tos impuestos, de forma de testear rápidamente la factibilidad de un potencial
fixture.

En este contexto consideremos la siguiente variable de decisión:

xijk =

{
1 si el equipo i juega de local contra el equipo j en la fecha k

0 ∼

Cualquier fixture puede ser representado mediante estas variables, y lo
que es más importante, dados los valores para estas variables podemos corro-
borar si se trata o no de un fixture factible. Para esto debemos representar
matemáticamente cada una de las restricciones listadas en la sección anterior.
Considerando tan sólo la familia de variables x podemos representar las si-
guientes restricciones:
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1. Cada equipo juega contra cada uno de los otros equipos exactamente
una vez:∑

k

[xijk + xjik] = 1 ∀ i, j i 6= j (1)

2. En cada fecha los equipos juegan ya sea de local o de visita:∑
j 6=i

[xijk + xjik] = 1 ∀ i, k (2)

3. De las 19 fechas, cada equipo juega al menos 9 de local:∑
j 6=i

∑
k

xijk ≥ 9 ∀ i (3)

4. Ningún equipo puede jugar más de dos fechas consecutivas de local:∑
j 6=i

[
xij(k−1) + xijk + xij(k+1)

]
≤ 2 ∀ i, 1 < k < 19 (4)

5. Ningún equipo puede jugar más de dos fechas consecutivas de visita:∑
j 6=i

[
xji(k−1) + xjik + xji(k+1)

]
≤ 2 ∀ i, 1 < k < 19 (5)

6. Ningún equipo puede jugar más de tres partidos como local en cinco
fechas consecutivas:∑

j 6=i

[
xij(k−2) + xij(k−1) + xijk + xij(k+1) + xij(k+2)

]
≤ 3 ∀ i, 2 < k < 18

(6)

Para plantear requerimientos adicionales necesitamos primero definir una
serie de conjuntos:

g(i) : equipos “grandes”

a(k) : fechas de ajuste (1, 16 y 18)

cr(i, j) : pares de equipos que deben jugar cruzados

cl(i, j) : encuentros considerados clásicos

ex(i, j) : equipos “excluyentes”

st(i) : equipos que juegan de local en Santiago

fr(i) : equipos “fuertes”

m(k) : fechas jugadas a mitad de la semana

p(i) : equipos “populares”
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Con estos conjuntos podemos definir los siguientes requerimientos:

7. Equipos que deben jugar cruzados: Si el equipo i juega de local en la
fecha k, el equipo j debe hacerlo de visita (y viceversa).∑

h 6=i6=j

[xihk + xjhk] =
∑

h 6=i6=j

[xhik + xhjk] ∀ cr(i, j), k (7)

8. Equipos excluyentes: Si el equipo h juega de local contra el equipo i,
deberá jugar de visita contra el equipo j (y viceversa):∑

k

[xhik + xhjk] = 1 ∀h 6= i 6= j, ex(i, j) (8)

9. Los clásicos se juegan entre la fecha 8 y la 17:∑
cl(i,j)

∑
(8>k∨k>17)

xijk = 0 (9)

10. Cada equipo grande juega exactamente un clásico de local:

∑
k

[xhik + xjik] =
∑

k

[xhjk + xijk]
h = U. Católica
i = Colo-Colo
j = U. de Chile

(10)

11. En cada fecha no se puede jugar más de 4 partidos en Santiago:∑
i∈st

∑
j 6=i

xijk ≤ 4 ∀ k (11)

12. Para cada fecha de ajuste, cada equipo debe jugar de local o en esa fecha
o en la siguiente:∑

j 6=i

[
xijk + xij(k+1)

]
= 1 ∀ i, k ∈ a (12)

13. Distancia mı́nima entre partidos versus equipos populares:∑
j∈p ,j 6=i

[
xijk + xjik + xij(k+1) + xji(k+1)

]
≤ 1 ∀ i, k < 19 (13)

14. Distancia mı́nima entre partidos versus equipos fuertes:∑
j∈fr ,j 6=i

[
xijk + xjik + xij(k+1) + xji(k+1) + xij(k+2) + xji(k+2)

]
≤ 2 ∀ i, k < 18

(14)
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Para modelar los requerimientos referentes a los partidos ante equipos po-
pulares a jugarse durante el verano, debemos definir previamente los siguientes
conjuntos:

r : regiones tuŕısticas

t(i) : equipos pertenecientes a regiones tuŕısticas

f(k) : fechas de verano

m(k) : fechas jugadas a mitad de la semana

rt(r, t) : relación entre regiones y equipos tuŕısticos

Aśı, los requerimientos planteados en la sección anterior pueden escribirse
de la siguiente forma:

15. Los equipos tuŕısticos juegan por lo menos una vez con algún equipo
grande durante las fechas tuŕısticas:∑

k∈f

∑
j∈g,j 6=i

xijk ≥ 1 ∀ i ∈ t (15)

16. Ningún equipo grande juega en la misma semana dos veces en una misma
region tuŕıstica.∑

i∈t ,i∈ rt(r,i) ,i6=j

[xij(k−1)+2·xijk+xij(k+1)] ≤ 2 ∀ j ∈ g, r, k ∈ m (16)

Consideremos ahora el requerimiento referente a que cada equipo no puede
jugar dos partidos consecutivos como visita en más de una ocasión. A priori no
es tan directo representar esta restricción usando sólo la familia de variables
x . Por esto, declaramos una nueva variable de decisión.

Sea:

yik =

{
1 si el equipo i juega la fecha k y la k + 1 de visita
0 ∼

Con esta variable podemos representar más fácilmente el requerimiento en
cuestión:

17. Cada equipo juega a lo más una vez dos partidos de visita consecutivos.∑
k<19

yi,k ≤ 1 ∀ i (17)
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Sin embargo, debemos establecer expĺıcitamente la relación entre las varia-
bles x y las variables y.

18. Cálculo de la variable y:∑
j 6=i

[xijk + xij(k+1)] ≤ 1 + yik ∀ i, k < 19 (18)

En el mismo contexto, consideremos que los equipos cuando juegan dos
partidos consecutivos de visita, preferirán que los lugares a visitar se encuen-
tren relativamente cercanos, sobre todo si se trata de fechas a mitad de semana.
Para incorporar esta preferencia debemos aportar más información a nuestra
formulación. Consideremos los siguientes conjuntos:

c : zonas (agrupaciones geográficas de equipos)

ci(c, i) : relación entre zonas y equipos

Con estos conjuntos podemos modelar las siguientes restricciones geográfi-
cas:

19. Evitar partidos “malos”(equipos de zona centro jugando de visita a mi-
tad de semana en el norte (sur) y jugando la fecha anterior o posterior
en el sur (norte)):

∑
j ∈ ci(Sur,j) 6=i

[
xji(k+1) + xji(k−1)

]
+

∑
h∈ ci(Norte,h) 6=i

2·xhik ≤ 2
∀ i ∈ ci(Centro, i)

∀ k ∈ m

(19)

∑
j ∈ ci(Norte,j) 6=i

[
xji(k+1) + xji(k−1)

]
+

∑
h∈ ci(Sur,h) 6=i

2·xhik ≤ 2
∀ i ∈ ci(Centro, i)

∀ k ∈ m

(20)

Ahora podemos plantear el problema de encontrar un fixture factible y
resolverlo utilizando técnicas de programación lineal entera. En este contexto,
debemos presentar una función objetivo que dirija la búsqueda de las solu-
ciones, para lo cual consideramos una de las condiciones blandas. Planteamos
un fixture que contenga la mayor cantidad de viajes de equipos que jueguen
en forma consecutiva partidos de visita en regiones apartadas de su lugar de
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locaĺıa. Para esto se introdujo una nueva variable que indica precisamente
cuando ocurre esta particularidad.

wcik =



1 Equipo i (del centro) juega fecha k y una adyacente de visita
frente a equipos de zona c

1 Equipo i de la zona c (no del centro) juega fecha k y una
adyacente de visita frente a equipos de otras zonas

0 ∼
(21)

Debemos incorporar restricciones que ligen estas variables al contexto del
problema:

20. Cálculo de variables w (partidos consecutivos de visita de un equipo del
centro contra equipos de una misma región):

∑
j 6=i∨j ∈ ci(c,j)

[xji(k+1) +2 ·xjik +xji(k−1)] ≥ 3 ·wcik

∀ k ∈ m

∀ c 6= centro

∀ i ∈ ci(i, centro)

(22)

21. Cálculo de variables w (partidos de visita consecutivos de equipos del
sur fuera del sur, o del norte fuera del norte):

∑
j 6=i∨j ∈ ci(c,j)

[xji(k+1)+2·xjik+xji(k−1)] ≥ 3·wcik

∀ k ∈ m

∀ c 6= centro

∀ i ∈ ci(i, c)
(23)

De esta forma, y en primera instancia, resolvimos el problema considerando
la siguiente función objetivo:

máx
∑
k∈m

∑
c 6=centro

∑
i

wcik (24)

El modelo tiene alrededor de 8000 variables y 3000 restricciones. Utili-
zando un PC con procesador Pentium 4 de 2.4 Ghz se pudo encontrar un
fixture factible con 3 ocurrencias para viajes “buenos”. El tiempo necesario
para encontrar una solución inicial fue alrededor de 2 horas. Sin embargo, la
optimización demoraba muchas horas, por lo que el procedimiento fue deteni-
do cuando se encontró la solución con función objetivo igual a 3 (consideremos
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que el máximo número de aprovechamientos posible es 5, dado que el calen-
dario del torneo Apertura 2005 solamente contaba con una fecha a mitad de
semana).

Con esta solución dimos por superada la etapa de “factibilidad” del mode-
lo, y nos preocupamos de elaborar algún criterio de bondad para los fixtures a
confeccionar. Alĺı consideramos la segunda condición blanda: se privilegiaŕıa a
los fixtures que concentraran partidos entre equipos pertenecientes a un mismo
grupo clasificatorio al final de la fase regular del torneo. Para formular esta
función objetivo fue necesario considerar los siguientes conjuntos.

e : grupos

ei(e, i) : relación entre grupos y equipos

Aśı, la función objetivo utilizada fue la siguiente:

máx

∑
e

∑
i∈ ei(e,i)

∑
j ∈ ei(e,j) 6=i

k · xjik

 (25)

Junto con cambiar la función objetivo se incorporó como restricción el
mantener o mejorar el número de aprovechamientos de viajes obtenido en la
solución incumbente, es decir impusimos la siguiente restricción:

∑
k∈m

∑
c 6=centro

∑
i

wcik ≥ 3 (26)

Al igual que el modelo con la función objetivo original, el modelo resultante
fue de muy dif́ıcil resolución, en el sentido que los tiempos de ejecución fueron
inmanejables.

Con esto en mente decidimos utilizar el siguiente procedimiento: utilizar el
modelo original para encontrar fixtures factibles y luego considerar esos fixtu-
res factibles como solución inicial para el modelo que incorpora partidos entre
equipos del mismo grupo clasificatorio, pero fijando los patrones de locaĺıas de
acuerdo a esta solución inicial. Esto es, si un equipo comienza jugando de local,
después juega de visita, etc., la nueva solución deb́ıa mantener invariante esa
secuencia de locaĺıas y visitas. Buscábamos con esta metodoloǵıa un óptimo
en el “vecindario”de la solución inicial (es decir, un óptimo local).

Con esta modificación el modelo disminuyó considerablemente su comple-
jidad y fuimos capaces de resolverlo en tan sólo 20 segundos. Sin embargo, la
calidad de la solución está supeditada a la calidad de la solución original. Dado
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que los tiempos de resolución ahora eran razonables, tan sólo se necesitó reali-
zar algunas pruebas para encontrar un fixture que concentraba efectivamente
los partidos entre grupos al final del torneo. Aśı encontramos una solución en
que en las últimas tres fechas se jugaba el máximo número factible de partidos
entre equipos del mismo grupo (ocho partidos por fecha, dos por cada grupo).

Finalmente, se realizaron ejercicios similares considerando requerimientos
espećıficos de la ANFP para algunas fechas y algunos equipos (por ejemplo,
no colocar a los equipos que disputaban la Copa Libertadores de visita lejos
de Santiago cerca de las fechas de la Copa, o enfrentar a Cobreloa y Unión
Española en la primera fecha, dado que la escasa distancia entre la finalización
del Torneo Clausura 2004, donde ambos fueron finalistas, y el inicio del Torneo
Apertura 2005 haćıa bastante probable que ambos equipos quisiesen aplazar
sus encuentros).

El fixture del torneo Apertura (que puede verse en la Figura 1) se confec-
cionó utilizando esta metodoloǵıa de trabajo. Tras un par de iteraciones, en
donde aparecieron nuevos requerimientos especiales, y se le fueron presentando
diferentes alternativas de fixtures a la ANFP, se logró dar con el fixture final.
Esta propuesta fue presentada al Consejo de Presidentes de la asociación,
donde fue aprobado como el fixture oficial del Torneo de Apertura 2005 del
Fútbol Profesional Chileno.

5. Conclusiones

Tal cual se hace en las principales ligas deportivas de los Estados Unidos,
el fixture del Campeonato Apertura 2005 del Torneo de Primera División del
fútbol chileno fue diseñado utilizando un enfoque de Programación Matemáti-
ca. Este diseño ha servido como una excelente herramienta que comprueba que
el uso de tecnoloǵıas modernas pueden ser efectivas también en el campo del
deporte para hacer campeonatos más atractivos para el público, y más renta-
bles y justos para los clubes y la Asociación. Como muestra de los resultados,
cabe mencionar por ejemplo, que en el torneo Clausura 2004 el clásico entre la
Universidad de Chile y Colo-Colo se jugó en la primer fecha y tuvo una con-
currencia de 10.000 personas, mientras que en el Apertura 2005 se disputó por
la mitad del torneo y asistieron más de 40.000 espectadores.

Se ha establecido un acuerdo a mediano plazo de modo que el grupo de
Gestión de Operaciones del Departamento de Ingenieŕıa Industrial de la Uni-
versidad de Chile se haga cargo de la confección de los fixtures de la ANFP
en los próximos años, incluyendo no sólo los campeonatos de Primera División
sino también el de Promoción (torneo que juegan la mayoŕıa de los equipos de
Primera con sus futbolistas reservas). Incluso se podŕıa ampliar la propuesta al
certamen de Segunda División. Al momento de la presentación de este art́ıculo
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Figura 1: Fixture del Campeonato Apertura 2005. En gris, se presentan los
partidos entre equipos de un mismo grupo. Se observa que están mayoritaria-
mente concentrados hacia el final del torneo.

se acaba de aprobar un nuevo fixture para el torneo Clausura 2005, utilizando
condiciones y requerimientos similares al problema planteado en este trabajo.
Como partidos “atractivos” a considerar para ser programados en las últimas
fechas del Clausura fueron incorporados también los partidos entre equipos
que a priori pelean por la permanencia en la categoŕıa principal del fútbol
chileno. Es importante destacar que para el Torneo Clausura teńıamos todas
las locaĺıas de los partidos fijadas de antemano (invirtiendo las del Apertura).
Eso le daba menos margen de maniobra al modelo y dificultó su resolución,
por lo que estamos pensando para el fixture del 2006 quizás analizar ambos
campeonatos juntos a principios de temporada.

Una variante que se ha pensado para los próximos fixtures a desarrollar es
la posibilidad de agregar un grado mayor de aleatorización al fixture propues-
to. Diremos que dos equipos son “mellizos”si cumplen el mismo rol en cada
una de las restricciones fijadas y en la función objetivo del problema. Esta
caracteŕıstica implica que se podŕıa sortear un fixture final a partir de una
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propuesta dada por el modelo, intercambiando a dos equipos “mellizos”, de
modo que se sigan cumpliendo todos los requerimientos solicitados y la función
objetivo del problema no cambie su valor.

Desde el punto de vista académico se abren también nuevas perspectivas y
desaf́ıos algoŕıtmicos en relación a este problema. Uno de los posibles intentos
pasa por intensificar un enfoque de Constraint Programmimg (CP ) en para-
lelo al enfoque de Programación Entera, dado que CP ha demostrado ser de
suma utilidad en problemas de estas caracteŕısticas a fin de encontrar rápi-
damente buenas soluciones factibles. También con esta misma idea se puede
trabajar desde el campo de las metaheuŕısticas, dada su rapidez en términos
computacionales. Por último, también se propone considerar el problema de
fijar patrones de locaĺıas para cada uno de los equipos, con el objetivo de con-
seguir un conjunto de los mismos que garantice factibilidad. Aun más, dado
un conjunto de patrones contenido en una solución factible, el proceso de op-
timización local desarrollado en este trabajo podŕıa generalizarse permitiendo
distintas combinaciones de asignación de estos patrones a los equipos, lo que
puede conducir a mejoras en la solución y mantener el tiempo de resolución
en niveles razonables, si es que algunos patrones permanecen fijos para un
subconjunto de equipos.
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G. Durán, M. Guajardo, J. Miranda, D. Sauré, S. Souyris, A. Weintraub, A. Carmash, F.

Chaigneau Programación Matemática Aplicada al Fixture...
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Resumen

La fuga de clientes es un fenómeno que atañe a la gran mayoŕıa de

las instituciones financieras, siendo también un tema de intensivo estudio

cient́ıfico en los últimos años. En el presente trabajo se presenta un mo-

delo predictivo desarrollado para identificar los clientes con tendencias

a la fuga en un banco. De esta forma es posible hacer más efectivas las

poĺıticas comerciales de retención, ser más eficientes en la asignación de

los recursos al focalizar a los ejecutivos y mejorar las relaciones con los

clientes al detectar los principales focos de deficiencias del servicio. Estos

beneficios generan una mayor rentabilidad al aumentar tanto el número

de transacciones como la permanencia del cliente. El modelo presentado

se basa en la técnica de Support Vector Machines. La comparación con un

modelo de predicción basado en redes neuronales muestra la superioridad

del modelo propuesto en el caso considerado.

Palabras Clave: Retención de clientes; Support Vector Machines.

1. Introducción

La cartera de clientes es uno de los activos más importantes para una
institución financiera, ya que está estrechamente relacionada con las utilidades
del negocio. Dos actividades comerciales tienen como objetivo mantener y
mejorar dicha cartera: la captación de clientes nuevos y la retención de clientes
existentes.

*Departamento de Ingenieŕıa Industrial, Universidad de Chile
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La captación de clientes apunta a aumentar el número de clientes de la
cartera a través de la definición e incorporación de nuevos segmentos objetivos.
Esta captación se realiza principalmente a través de elaboradas estrategias
de publicidad, alta inversión en fuerza de ventas y la generación de ofertas
focalizadas. La retención de clientes consiste en la identificación de los clientes
con mayores tendencias a la fuga y en la determinación de las estrategias o
procedimientos que aumenten el grado de fidelización y bajen los ı́ndices de
fuga en la cartera.

Existen dos tipos de fuga: las fugas voluntarias y las fugas no voluntarias.
Las fugas voluntarias se asocian a la desafiliación del cliente por iniciativa
propia, sin injerencia directa por parte de la institución. A diferencia del ca-
so anterior, las fugas no voluntarias son desafiliaciones en donde el banco es
responsable directo del término de los acuerdos contractuales, donde el clien-
te no posee ninguna injerencia. Este tipo de cierre se gatilla principalmente
por acciones delictuales o por mala utilización de los productos. Un ejemplo
puede ser efectuar algún tipo de fraude financiero con cheques del banco o la
clonación de tarjetas de crédito. En el presente trabajo estudiaremos las fugas
voluntarias.

La sección 2 discute la importancia de la retención de clientes y el estado
del arte en la literatura respecto del tema. Las secciones siguientes detallan la
aplicación de una metodoloǵıa a un caso particular en un banco chileno. En la
sección 3 se discuten las variables utilizadas en el estudio. La sección 4 presenta
el preprocesamiento y las transformaciones aplicadas a estas variables. En
la sección 5 se desarrolla el modelo matemático para la predicción de fuga.
La sección 6 presenta los resultados obtenidos comparándolos con los de un
modelo alternativo. En la sección 7 se concluye el trabajo presentado y se
exponen ĺıneas de trabajo futuro.

2. ¿Por qué es Importante Retener a un Cliente?

Estudios recientes [1, 9, 13] han mostrado los beneficios aportados por la
retención de clientes en instituciones bancarias. Al tener una cartera con un
mayor número de clientes, se realizan en promedio un mayor número de tran-
sacciones, aumentando las utilidades de la institución. Además, si se logra una
mayor permanencia de un cliente en la institución, se obtienen los beneficios
asociados a la disminución de los costos operacionales, las referencias y al
incremento en las transacciones.

La figura 1 muestra estos efectos y el beneficio monetario generado por un
cliente a través del tiempo [16]. Sólo en el primer año un cliente no reporta
beneficio a la institución. Los costos de este periodo corresponden a la incor-
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poración e inicialización del cliente y a la inversión en las distintas campañas
de captación.

Figura 1: Beneficio generado por un cliente a lo largo del tiempo que permanece
dentro de la institución [16].

La predicción de fuga es un elemento importante para la retención de
clientes. Tanto la identificación de los clientes con tendencias a fuga como la
determinación de su rentabilidad futura permiten focalizar los esfuerzos de
retención en los clientes más apropiados [9, 13]. La figura 2 ilustra el ciclo de
retención basado en una adecuada predicción de fuga.

Figura 2: Ciclo de retención de clientes.

Un estudio realizado en el banco ECB (European Central Bank) [18] mues-
tra los beneficios generados al disminuir el porcentaje de clientes fugados anual-
mente y cómo se ven afectados los flujos futuros de la institución durante un
periodo de 25 años. En dicho estudio se definen la tasa de retención como
la relación entre el número de clientes que permanecen en la institución y la
cartera total de clientes.
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Tasa de retención = (1− número de clientes fugados al año
número total de clientes en cartera

) · 100 % (1)

La figura 3 exhibe el beneficio acumulado generado por la cartera respecto
de distintas tasas de retención. Se observa que a medida que aumenta la tasa
de retención, el beneficio también aumenta. La situación ideal es la represen-
tada por la ĺınea correspondiente a una tasa de retención igual al 100 %. Esto
significaŕıa que se retiene a la totalidad de los clientes cada año. Esta situación
es prácticamente imposible debido a que existen numerosas circunstancias que
el banco no maneja, por ejemplo, la muerte de un cliente o el cambio de su
residencia al extranjero.

Figura 3: Beneficio acumulado respecto de la tasa de retención [18].

Se observa que con un aumento de la tasa de retención de un 1% (de un
93 % a un 94%), respecto de una cartera de 1.000.000 de clientes, las utilidades
generadas por la retención de este segmento crecen en aproximadamente 30
millones de euros durante el periodo de evaluación [18].

Cabe destacar que no es viable remediar la fuga de clientes con una mayor
captación de clientes nuevos. Por un lado, los clientes nuevos son potencial-
mente riesgosos para la empresa. Por otro lado, se sabe que captar un cliente
nuevo es entre 5 y 6 veces más costoso que retener a uno antiguo [3, 15].

En resumen, las actividades para retener clientes generan una serie de be-
neficios para una institución financiera que justifican el desarrollo de modelos
sofisticados para la predicción de fuga.
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3. Descripción de las Variables Utilizadas

En varios estudios para instituciones financieras se han identificado las
variables más relevantes para la predicción de fuga de clientes. Para el presente
trabajo, se comprobó la utilidad de estas variables usando métodos estad́ısti-
cos, por un lado, y la experiencia de los expertos, por otro.

Finalmente se generó una agrupación de las variables, asignándolas a uno
de los siguientes cuatro grupos:

1. Variables de Comportamiento Bancario.

2. Variables Sociodemográficas.

3. Variables de Percepción de la Calidad del Servicio.

4. Variables de Entorno.

A continuación se describe cada uno de estos grupos para la aplicación
presentada en este art́ıculo.

La muestra utilizada corresponde a la cartera completa de clientes que
poséıa la institución entre el 1 de enero y el 31 de diciembre del año 2002.
Esta muestra incluye todos los clientes vigentes durante el periodo y todos
los clientes que se fugaron durante el mismo periodo, excluyendo las fugas
involuntarias.

3.1. Variables de Comportamiento Bancario

Entre las variables que capturan el comportamiento bancario de los clientes
se pueden mencionar los saldos mensuales promedios en la cuenta corriente, el
número de transacciones mensuales por los distintos canales de comunicación,
la tenencia de productos y servicios y las variaciones en su utilización. El
objetivo principal al utilizar este conjunto de variables es identificar cambios
en los patrones de comportamiento transaccional de los clientes.

A modo de ejemplo, la figura 4 muestra el número de transacciones reali-
zadas mensualmente por los distintos canales por los que opera la institución:
caja, portal Web, call center, RedBanc y RedCompra. Se observa que el prin-
cipal canal transaccional que utilizan los clientes es el portal Web (47 %),
seguido por las transacciones por call center (30%).

Se ha observado [14] que mientrás más transacciones realiza un cliente,
menor es su probabilidad de fuga.
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Figura 4: Distribución del número de transacciones por canal.

3.2. Variables Sociodemográficas

Este conjunto de variables corresponde a caracterizaciones relacionadas
con aspectos personales de los clientes, por ejemplo, edad, renta, estado civil
y nivel educacional.

En [12] se considera a la edad como variable discriminadora. En ese estudio
se concluye que las personas de mayor edad son más estables en sus preferen-
cias, y por ende, tienen menores tendencias a cambiarse a otra institución
financiera. En caso contrario, se observa que las personas jóvenes son más
inestables en sus preferencias aumentando su tendencia a cambiar de institu-
ción financiera. La figura 5 muestra la distribución de la edad de los clientes
de la cartera total.

Cerca del 60 % de la cartera tiene una edad entre los 25 y 35 años, lo que
implica que la institución posee un segmento significativo de clientes jóvenes.

3.3. Variables de Percepción de la Calidad del Servicio

Existen numerosos trabajos que relacionan la calidad del servicio con los
patrones de fuga [1, 10, 11] concluyendo que una mala percepción del servicio
aumenta las tendencias a fugarse.

Una variable de este grupo es el número de reclamos realizados al centro
de atención en un mes por el cliente. Mensualmente se realizan, en promedio,
350 reclamos. En la figura 6 se exhibe la distribución del número de reclamos
realizados por un cliente en un mes particular. En esta figura sólo se representa
a los clientes que realizaron reclamos, que constituyen un 1,5% de la cartera.
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Figura 5: Distribución de la variable edad.

Figura 6: Distribución del número de reclamos por cliente realizados en forma
mensual.

Con un análisis más detallado se pudo observar que más del 75% de los
clientes que cerraban sus productos hab́ıan realizado por lo menos un reclamo
al centro de atención de clientes (ver figura 7).

Esta relación entre el número de reclamos y el cierre de la cuenta corriente
motiva la inclusión de esta variable para la identificación del patrón de fuga.
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Figura 7: Relación entre el número de reclamos y las fugas mensuales.

3.4. Variables de Entorno

Estas variables caracterizan los efectos ocasionados por alguna perturba-
ción dentro del mercado financiero capturando si el cliente sufrió un hito o
acontecimiento especial durante su ciclo de vida dentro de la institución. Un
ejemplo de estas variables es la antigüedad del cliente, la que corresponde a
la cantidad de meses que lleva dentro de la institución. La figura 8 muestra la
distribución de esta variable respecto a la cartera total.

En [18] se concluye que clientes con una mayor antigüedad tienen menor
tendencia a cambiarse.

4. Preprocesamiento y Transformación de las

Variables

La forma en que los datos aparecen originalmente en una base de datos
muchas veces no representa de la mejor manera la información disponible. En
general, primero hay que preprocesar los datos para corregir posibles errores
e inconsistencias dentro de la base. Transformaciones posteriores pueden enri-
quecer aún más la información que proveen estos datos.
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Figura 8: Distribución de la variable antigüedad.

4.1. Etapa de Preprocesamiento

El objetivo del preprocesamiento en este trabajo fue resolver el problema
relacionado a los valores faltantes y fuera de rango dentro de la base de datos.
Se entiende por valores faltantes a la ausencia del valor de cierta variable que
describe al cliente y por valores fuera de rango a valores que se escapan de
los rangos permitidos para una variable. Ejemplos de este último grupo son
las edades mayores de 200 años o las rentas negativas. Entre las soluciones
implementadas están:

Eliminación de registros;

Llenado con promedios y modas;

Utilización de modelos predictivos.

La determinación de los rangos de las variables se realizó en forma conjunta
con los expertos del negocio.

El resultado de esta etapa es una base de datos limpia y sin inconsistencias.

4.2. Etapa de Transformación

La base de datos utilizada no fue creada inicialmente con la visión de cons-
truir modelos matemáticos de predicción. Debido a esto, no todas las variables
seleccionadas estaban en condiciones de ser utilizadas en su estado original.
Por esta razón, fue necesario utilizar transformaciones de las variables origina-
les para enriquecer la información contenida y para hacerlas compatibles con
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las técnicas de modelamiento. Entre las principales transformaciones utilizadas
podemos mencionar:

1. La transformación de las variables texto (categoŕıas) a números. En el
cuadro 1, a modo de ejemplo, se muestra la transformación utilizada
para la variable nivel educacional.

2. La transformación de la variable fecha de nacimiento a edad (en años).

3. El escalamiento y estandarización de las variables numéricas dentro de
un rango espećıfico, por ejemplo en el rango [0,1]. Esta transformación
apunta a tener las distintas variables en escalas comparables, lo que
mejora la convergencia de los algoritmos de aprendizaje [4].

4. La generación de nuevas variables a partir del conjunto de variables
inicial. Un ejemplo de este grupo pueden ser las variaciones porcentuales
entre los saldos de meses consecutivos.

Nivel Educacional

Categoŕıa Clase

Educ. Universitaria 1
Educ. Técnica 2
Educ. Media 3
Estudiante Universitario 4

Cuadro 1: Ejemplo de transformación para una variable.

El resultado de esta etapa es una base de datos transformada a valores
numéricos, lista para los análisis estad́ısticos y para la construcción de los
modelos matemáticos de mineŕıa de datos.
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5. Construcción del modelo y enfoque de solución

El problema planteado se enfrentó con un enfoque de clasificación binaria
[7]. Este tipo de procedimiento se basa en la determinación de una función
clasificadora que permite asignar a cada objeto a una de las dos clases definidas
a priori. En nuestro caso, cada cliente será asignado a una de las clases “fuga”
o “no fuga”.

La construcción del modelo se lleva a cabo en dos etapas: entrenamiento y
test. Para cada una de las etapas se considera un subconjunto del total de los
objetos (clientes) a clasificar. Estos subconjuntos de objetos forman una parti-
ción del conjunto total de objetos y son llamados, conjunto de entrenamiento
y conjunto de test, respectivamente.

En la etapa de entrenamiento se estima la mejor función clasificadora con-
siderando algún criterio (por ejemplo, el error de clasificación) en el conjunto
de entrenamiento. En la etapa de test se valida la efectividad del modelo res-
pecto de objetos no utilizados en el entrenamiento. Para esto, se utiliza el
modelo obtenido para clasificar los elementos del conjunto de test. El modelo
asigna cada objeto a una de las clases definidas, la que llamaremos la “clase
generada” del objeto en contraposición a la “clase real” que es la clase a la que
el objeto efectivamente pertenece. Considerando los objetos “mal clasificados”
(aquellos cuya clase generada es diferente a su clase real) se estima un error
de clasificación. Dependiendo de este error, se revisa el modelo propuesto.

Existen diversas técnicas que tratan el problema de clasificación binaria.
Entre estas podemos mencionar: las redes neuronales artificiales, los árboles
de decisión y los Support Vector Machines (SVM) [7]. Para este trabajo, mo-
tivados por la efectividad y robustez en problemas de clasificación reportada
en la literatura sobre este tipo de métodos (ver por ejemplo, [4, 6, 7]) se selec-
cionaron los SVM.

A continuación se describe brevemente esta técnica y se muestra la forma
en que se obtiene la función de separación.

5.1. Support Vector Machines

La técnica de Support Vector Machines fue propuesta por Vapnik [19, 20].
Esta técnica se basa en encontrar un hiperplano de separación que divida el
espacio de entrada en dos regiones. Cada una de estas regiones corresponderá a
una de las clases definidas.

Por un lado, a hiperplanos que están más alejados de las fronteras de las
clases de objetos corresponden mayores márgenes de separación. Por otro, hi-
perplanos que aciertan más en la asignación de objetos a las clases a las que
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efectivamente pertenecen, tienen un menor error de clasificación. Por lo tanto,
un hiperplano de separación ideal debe maximizar el margen de separación y
minimizar el error de clasificación. Sin embargo, no siempre es posible cum-
plir los dos objetivos simultáneamente. Para salvar esta dificultad se plantea
un problema de optimización cuya función objetivo combina ambos objetivos.
Este problema de optimización resulta ser un problema de minimización cua-
drático convexo [6]. En el caso que el número de objetos a clasificar es mayor
que el número de atributos de cada objeto, lo que usualmente sucede, este pro-
blema tiene una única solución óptima. Al hiperplano de separación asociado
a esta solución lo llamaremos el hiperplano óptimo de separación (HOS).

Lo descrito anteriormente corresponde al caso que existe un hiperplano de
separación de las clases. En ese caso se dice que las clases son linealmente
separables. Recientemente, el estudio de los SVM se ha extendido al caso
de clases que no son linealmente separables mediante la introducción de las
llamadas funciones de kernel o núcleo [17, 21] o de variables de pérdida o slacks
[5]. Esta metodoloǵıa ha sido también extendida para problemas de regresión
[4].

A continuación se presenta el problema de optimización utilizado para la
determinación del hiperplano de separación y se discute una solución anaĺıtica.
Como resultado se obtiene la función clasificadora que discrimina los patrones
de comportamiento estudiados (“fuga”–“no fuga”).

5.1.1. Obtención del Hiperplano Óptimo de Separación

Consideremos un problema de clasificación binaria para el cual ya se ha
definido el conjunto de entrenamiento. En nuestro caso, los objetos a clasificar
son los clientes. Supongamos que para cada cliente se han definido n variables
a estudiar y que se tiene m clientes en el conjunto de entrenamiento. Entonces,
cada cliente es representado por un vector caracteŕıstico de dimensión n + 1
cuyas primeras n coordenadas corresponden a las variables del estudio y la
última corresponde a la clase a la que el cliente pertenece. Denotaremos estos
vectores como un par (~x, y) donde ~x = (x1, . . . , xn) son las variables del estudio
y la última coordenada y ∈ {−1,+1} indica a qué clase pertenece el cliente. En
particular, denotaremos por (~xi, yi) al vector caracteŕıstico correspondiente al
cliente i (para i = 1, . . . ,m). En este sentido, cuando quede claro del contexto,
si el cliente i es representado por un vector de la forma (~xi,+1) diremos que
ese cliente está en la clase positiva o bien, que el vector ~xi está en la clase
positiva. De manera análoga, para un cliente i representado por un vector de
la forma (~xi,−1) diremos que él o su vector ~xi están en la clase negativa.

Un supuesto inicial para este trabajo es que el conjunto de entrenamiento
es linealmente separable. Es decir, existe un hiperplano en <n que deja a todos
los vectores ~x asociados a los clientes de una clase de un lado del hiperplano
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y al los de la otra del otro lado. Formalmente, existe un par (~α, b) ∈ <n+1 tal
que ~α · ~xi + b > 0 si el cliente i está en la clase positiva y ~α · ~xi + b < 0, si
está en la clase negativa.

De esta manera, dados un vector no nulo normal al hiperplano de separa-
ción ~α ∈ <n podemos definir una función de clasificación f : <n → < por la
expresión f(~x) ≡ ~α · ~x + b. Entonces si f(~xi) > 0, el cliente i está en la clase
positiva y si f(~xi) < 0, i está en la clase negativa.

Para definir el margen de clasificación, consideramos las distancias d+ y
d−. La distancia d+ es la distancia euclideana entre el hiperplano y la clase
positiva. Es decir, la distancia entre el hiperplano y el punto en la clase positiva
más cercano a este. De manera análoga, pero respecto de la clase negativa
se define d−. Una vez determinadas estas distancias, definimos el margen de
separación (del hiperplano) como la suma d+ + d−.

5.2. Construcción del Problema de Optimización

De la discusión anterior sabemos que para clasificar correctamente a todos
los clientes en el conjunto de entrenamiento debemos imponer las restricciones:

~α · ~xi + b > 0 para los clientes i en la clase positiva
y

~α · ~xi + b < 0 para los clientes i en la clase negativa.
(2)

No es una buena práctica incluir desigualdades estrictas como restricciones
en problemas de optimización. Por lo tanto, seŕıa importante poder encontrar
condiciones equivalentes a las anteriores pero que sean del tipo “menor o igual”
o “mayor o igual”.

Recordando que si un hiperplano está definido por el par (~α, b), entonces
cualquier par de la forma (λ~α, λb) con λ > 0 también define el mismo hiper-
plano, podemos que si ~α · ~x + b > 0 para un par particular (~α, b), entonces
existe un par (~αi, bi) que define el mismo hiperplano y tal que ~αi · ~x + bi ≥ 1.
Para la clase negativa, se puede razonar de manera análoga. Como el conjunto
de entrenamiento es finito, si existe un par (~α, b) que satisface las condicio-
nes (2) para todos los clientes del conjunto de entrenamiento, entonces existe
un par (~α′, b′) que define el mismo hiperplano tal que el lado izquierdo de
las expresiones en (2) tiene valor absoluto mayor o igual a 1. De esta mane-
ra, las condiciones de la ecuación (2) pueden ser incluidas en el problema de
optimización en la forma:

~α · ~xi + b ≥ 1 para los clientes i en la clase positiva
y

~α · ~xi + b ≤ −1 para los clientes i en la clase negativa.

Los puntos (clientes) para los cuales una de estas restricciones es activa, es
decir |~α · ~xi + b| = 1 tienen especial importancia. En particular, estos puntos
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yacen exactamente en los llamados hiperplanos canónicos que están definidos
por las ecuaciones [7]:

~α · ~x + b = +1
~α · ~x + b = −1 .

(3)

Denotaremos por x+ a un cliente cualquiera que esté en el hiperplano canónico
de la clase positiva (lado derecho igual a +1) y por x− a un cliente cualquiera
que esté en el hiperplano canónico de la clase negativa. El hiperplano definido
por el par (~α, b) es paralelo a los hiperplanos canónicos.

Con esta notación, el margen de separación del hiperplano definido por el
par (~α, b), y denotado por γ, puede ser expresado como [7]:

γ =
1
2

[(
~α · x+

‖~α‖

)
−

(
~α · x−

‖~α‖

)]
(4)

Manipulando algebraicamente la expresión anterior se obtiene:

γ =
1

2‖~α‖
[(

~α · x+
)
−

(
~α · x−

)]
=

1
‖~α‖

(5)

Observemos que la distancia entre el hiperplano definido por el par (~α, b) a
cada uno de los hiperplanos canónicos es igual a 1/‖~α‖. Además, los puntos
más cercanos a este hiperplano en el conjunto de entrenamiento están en los
hiperplanos canónicos. Por lo tanto, el margen de separación de este hiperplano
es igual a 2/‖~α‖. En la figura 9 se ilustra esta situación: H1 y H2 son los
hiperplanos canónicos.

Figura 9: Hiperplanos canónicos de separación.

Se desea maximizar este margen y esto es equivalente a minimizar la norma
euclidiana de ~α. De esta manera el problema de optimización que vamos a
resolver es el siguiente [7]:
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máx
~α,b

1
2
‖~α‖2

s.a.
yi · (~xi · ~α + b)− 1 ≥ 0 para i = 1, . . . ,m .

(P)

Resolviendo este problema se obtiene un vector ~α∗ óptimo que permite
calcular el margen geométrico máximo de un hiperplano de separación, γ∗ =
2/‖~α∗‖.

En la próxima sección, se resuelve anaĺıticamente este problema de opti-
mización y se describe un sistema de ecuaciones que permite calcular el vector
óptimo ~α∗ y el lado derecho b.

5.2.1. Resolución Anaĺıtica del Problema de Optimización

El problema de optimización planteado en la sección anterior es un proble-
ma cuadrático convexo. En el caso que nos interesa, este problema tiene una
única solución óptima global. Esta solución puede ser obtenida encontrando
una solución para las condiciones de optimalidad de primer orden, conocidas
como las condiciones de Karush, Kuhn y Tucker [7]. Para esto definimos el
Lagrangiano de (P),

LP ≡ 1
2
‖~α‖2 −

m∑
i=1

βiyi(~xi · ~α + b) +
m∑

i=1

βi (6)

donde los βi son los multiplicadores de Lagrange asociados a las restriciones
de (P). A partir de este Lagrangiano podemos plantear las condiciones de
optimalidad [2]:

∂LP

∂αj
= αj −

m∑
i=1

βiyix
j
i = 0 j = 1, . . . , n (7)

∂LP

∂b
= −

m∑
i=1

βiyi = 0 (8)

yi(~xi · ~α + b)− 1 ≥ 0 i = 1, . . . ,m (9)

βi ≥ 0 i = 1, . . . ,m (10)

βi(yi(~α · ~xi + b)− 1) = 0 i = 1, . . . ,m (11)

De las condiciones (7) y (8) se obtienen, en el óptimo, las siguientes rela-
ciones:

~α =
m∑

i=1

βiyi~xi (12)

m∑
i=1

βiyi = 0 (13)
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Al reemplazar estas expresiones en la ecuación (6) se puede llevar el Lagran-
giano a la forma:

LD ≡
m∑

i=1

βi −
1
2

m∑
i,s=1

βiβsyiys~xi · ~xs (14)

A partir de esta expresión, aplicando dualidad lagrangiana se puede obtener
un problema dual conocido como el Dual de Wolfe [2, 8] de (P):

máx
β

LD ≡
m∑

i=1

βi −
1
2

m∑
i,s=1

βiβsyiys~xi · ~xs

s.a. ∑m
i=1 βiyi = 0

βi ≥ 0 para i = 1, . . . ,m .

(D)

En el caso de problemas de optimización convexos regulares, como el problema
(P), el Dual de Wolfe (D) es un dual fuerte. La resolución se reduce, entonces,
a obtener los valores óptimos para los multiplicadores βi. Una vez conocidos
estos, los valores óptimos de las variables primales ~α se obtienen de la ecuación
(12).

A pesar de que el término b o bias no aparece expĺıcitamente en la formu-
lación, puede ser obtenido a partir de las condiciones de optimalidad [7]:

b∗ = −1
2

(
máx
yi=−1

(~α∗ · ~xi) + máx
yi=+1

(~α∗ · ~xi)
)

(15)

Resumiendo, para encontrar el par (~α∗, b∗) que define el hiperplano de
separación óptimo se resuelve el problema dual (D) obteniéndose los multipli-
cadores ~β∗ óptimos. Utilizando estos valores en las expresiones (12) y (15) se
obtienen ~α∗ y b∗, respectivamente.

6. Resultados del Modelo Predictivo

El modelo desarrollado con la técnica SVM fue comparado con el sistema
de predicción de fugas que poséıa la institución. Este sistema utilizaba como
técnica de modelación una red neuronal multicapa (MLP). Las comparaciones
entre el modelo antiguo y el modelo propuesto, se realizaron en base a una
muestra común, utilizando el mismo número de atributos (variables) y los
mismos conjuntos de entrenamiento y test.

El cuadro 2 muestra un resumen de los resultados obtenidos por el modelo
SVM y la red MLP, en términos de porcentaje de acierto.
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Porcentajes de Acierto
Modelo Entrenamiento ( %) Varianza Test(%) Varianza

SVM 89.41 0.01 87.91 0.01
RED MLP 80.40 0.10 77.47 0.20

Cuadro 2: Comparación entre el Modelo SVM y Red Neuronal MLP.

Tanto para el conjunto de entrenamiento, como para el conjunto de test,
el modelo SVM fue superior a la red MLP.

Otro punto a destacar es que los resultados arrojados por la red MLP
poseen una mayor varianza, lo que va en desmedro de la estabilidad de los
resultados.

También se comparó la efectividad de ambas técnicas, en dos meses conse-
cutivos, respecto a la cartera total de clientes. Se aplicaron ambos modelos a
un conjunto formado por 60.000 clientes, en donde se seleccionaron para cada
modelo los 5.000 clientes que poséıan mayores tendencias a la fuga.

Cabe destacar que los conjuntos de clientes con tendencias a la fuga gene-
rados por ambas técnicas pueden ser diferentes, ya que puede pasar que para
un modelo un cliente tenga claros śıntomas de fuga y para el otro no.

El cuadro 5.2.1 se detallan los aciertos para cada conjunto de clientes: por
ejemplo, en el mes 1 se observa que al comparar los 20 clientes con mayores
śıntomas de fuga por cada modelo, SVM identifica 10 casos, mientras que la
red MLP no identifica ninguno de los casos de fuga.

Se observa la superioridad en la predicción de fuga de los clientes en am-
bos meses por parte del modelo propuesto (SVM), siendo esta superioridad
acentuada en los primeros segmentos de clientes seleccionados (los de más alta
tendencia).

Clientes con Mayores Tendencias a la Fuga
Mes 1

Modelo 20 50 100 500 1.000 2.000 5.000

SVM 10 15 24 53 80 122 274
Red MLP 0 3 3 10 17 51 251

Mes 2
SVM 6 10 20 40 68 118 277

Red MLP 1 3 5 20 36 83 285

Cuadro 3: Comparación de aciertos.
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7. Conclusiones y Trabajo Futuro

7.1. Conclusiones del Estudio

El modelo de predicción de fugas es una herramienta importante de apo-
yo a la hora de decidir cuáles de los clientes de la cartera poseen una mayor
tendencia a la fuga. Al identificar de mejor forma a estos clientes es posible:
(1) aumentar las utilidades y la rentabilidad del negocio, ya que da la posi-
bilidad de retener clientes fugitivos y mantenerlos como clientes captando sus
flujos futuros; (2) focalizar los recursos productivos sobre los segmentos que
realmente necesitan de acciones de retención fuertes aumentando la eficiencia
y efectividad de las poĺıticas de retención; (3) generar un mejoramiento y for-
talecimiento de la relación entre el cliente y la institución, al anticiparse a sus
necesidades, aśı como hacer menos sensible al cliente frente a las campañas
de marketing de la competencia; (4) disminuir el riesgo total de la cartera, al
reducir la necesidad de atraer nuevos clientes potencialmente más riesgosos.

Respecto a la técnica utilizada para la modelación, se reafirma su fortale-
za en términos de predicción alcanzando diferencias cercanas a los 10 puntos
porcentuales respecto a los resultados obtenidos por el sistema que usaba la
institución (Red MLP). En términos de estabilidad, el modelo propuesto en-
tregó resultados con una menor varianza, generando resultados más robustos.

7.2. Trabajo Futuro

Las nuevas ĺıneas de investigación y trabajos futuros se centran en los
siguientes aspectos:

1. Desarrollar nuevos estudios sobre la identificación de atributos relevantes
para la clasificación. Un enfoque en esta ĺınea es la penalización de los
atributos en la función objetivo.

2. Desarrollar nuevas formulaciones que minimicen el número de puntos
sobre los hiperplanos canónicos. Algunas cotas teóricas dependen de es-
te número, siendo más ajustadas mientras menos puntos haya en los
hiperplanos canónicos.
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Revista Ingenieŕıa de Sistemas Volumen XIX, Octubre 2005

Preprocesamiento Efectivo de un

Problema de Minimización de

Combustible en Sistemas de Transporte

de Gas Natural
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Resumen

El presente trabajo trata una clase de los diversos problemas de toma

de decisiones que surgen en sistemas de transporte de gas natural. En

particular, el problema tratado consiste en, dada una red de gasoductos,

con ciertas restricciones de capacidad en centros proveedores (donde se

inyecta gas al sistema) y de demanda en puntos de entrega (donde se

requiere el gas), determinar la forma más eficiente de operar el sistema

con el objetivo de minimizar la cantidad de combustible consumido por

las estaciones compresoras que empujan el fluido a través de la red. Es-

pećıficamente, las variables de decisión son el flujo másico a través de

cada arco de la red y la presión del gas en cada nodo de la red. Como

es bien conocido en estos sistemas de transporte, el impacto económico

derivado de una operación eficiente del sistema es vital debido a las in-

mensas cantidades de gas que se transportan cada año. En este art́ıculo

se presenta la formulación de este problema como un modelo de opti-

mización no lineal. En ésta se incluye una descripción de la estructura

matemática del modelo, aśı como también las suposiciones utilizadas. El

modelo es no lineal y no convexo y con una estructura tal que presenta di-

versas dificultades numéricas al intentar solucionarlo. Posteriormente se

presentan y describen las técnicas de preprocesamiento utilizadas en este

problema. Estas técnicas de preprocesamiento consisten escencialmente

en, antes de optimizar el problema en śı, transformarlo en uno equivalente

que tenga mejores propiedades para ser resuelto numéricamente. La fase

experimental del presente trabajo comprueba que el uso de estas técnicas

en el presente problema impacta significativamente en el rendimiento del

algoritmo de optimización, lo cual es la principal aportación del presente

trabajo. Estos resultados son avalados estad́ısticamente.

*Programa de Posgrado en Ingenieŕıa de Sistemas, Facultad de Ingenieŕıa Mecánica y

Eléctrica, Universidad Autónoma de Nuevo León AP, México
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Palabras Clave: industria de gas natural; sistemas de transporte;
optimización de flujo en redes; optimización no lineal; preprocesamiento;
Método heuŕıstico.

1. Introducción

1.1. Descripción y Relevancia del Problema

Uno de los servicios principales en la industria del gas natural es la trans-
portación del gas a través de una sistema de redes de gasoductos. Al fluir el
gas por la red, se pierden enerǵıa y presión debido a la fricción que existe entre
el gas y las paredes internas de la tubeŕıa y a la transferencia de calor que
existe entre el gas y sus alrededores. Para sobreponer esta pérdida de enerǵıa
y mantener al gas en movimiento, se instalan estaciones compresoras en varios
puntos de la red. T́ıpicamente, las estaciones consumen un 3-5 % del gas que
está siendo transportado resultando en un costo por consumo de combustible
relativamente alto (Wu, 1998). Este costo de transportación es significativo
porque la cantidad de gas que se transporta anualmente en cualquier sistema
es enorme. De acuerdo a Luongo, Gilmour y Schroeder (1989), los costos de
operación de estaciones compresoras prendidas representan entre un 25% y
50 % del presupuesto de operación total de la compañ́ıa. Todo esto hace al
problema de minimizar el consumo de combustible en una red de gasoductos
significativamente importante. El problema de toma de decisiones aqúı plan-
teado consiste en determinar la manera de operar los compresores y la red, con
el objetivo de transportar el gas desde centros de almacenamiento o produc-
ción (donde se inyecta gas al sistema) a los diferentes centros de distribución
(donde se requiere el gas) al menor costo posible. Numerosas simulaciones ba-
sadas en modelos en estado estable o modelos en estado transiente han sido
usadas para intentar proveer soluciones a este tipo de problema. La industria
del gas ha desarrollado, a través de los años, redes más grandes y sistemas
más complejos. Una red t́ıpica hoy en d́ıa puede consistir de cientos de ductos,
docenas de estaciones compresoras, y muchos otros componentes, tales como
válvulas y reguladores. Dentro de cada estación pueden existir varias unidades
compresoras. Una red puede transportar miles de MMCFD (1MMCFD = 106
pies cúbicos por d́ıa) de gas. Hoy, con la ayuda de las computadoras digitales,
numerosas cantidades de simulaciones de redes de gas trabajan exitosamente.
Esto abre las puertas al desarrollo de algoritmos de optimización. A través
de los años, muchos investigadores han intentado resolver este problema con
variación en el grado de éxito. Las dificultades de tales problemas de optimiza-
ción provienen de varios aspectos. Primero, las estaciones compresoras son muy
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sofisticadas. Éstas pueden consistir en docenas de unidades compresoras con
diferentes configuraciones y caracteŕısticas. Por otra parte, el comportamiento
de una unidad compresora es no lineal, esto es, el conjunto de restricciones
que define las condiciones de operación factible de un compresor junto con las
restricciones en los ductos constituyen un sistema complejo de restricciones
no lineales. Todas estas caracteŕısticas hacen que el problema sea dificil de
resolver y dificulten el éxito de algoritmos de optimización existentes. Técni-
camente, este problema no convexo está clasificado como NP-dif́ıcil (Garey y
Johnson, 1979).

1.2. Antecedentes Cient́ıficos

El primer trabajo en el desarrollo de algoritmos de optimización para re-
des de gas natural es atribuido a Wong y Larson (1968). En este trabajo, se
usan técnicas de programación dinámica (DP, por sus siglas en inglés) pa-
ra resolver problemas de optimización en redes sencillas de gas natural. Las
principales ventajas de la DP son que se garantiza que el óptimo global es
encontrado y que la no linealidad puede ser fácilmente manejada. Una des-
ventaja que se tiene al usar DP en este tipo de problemas es su limitación a
redes con estructuras sencillas, por ejemplo redes tipo ĺınea recta y tipo árbol.
Otra desventaja es que los cálculos se incrementan exponencialmente según
la dimensión del problema. La aplicabilidad de DP en problemas con topo-
loǵıas simples obedece al hecho que ha sido demostrado (Osiadacz, 1987) que
es posible predeterminar los flujos de antemano lo cual reduce el problema a
encontrar los valores óptimos de presiones. En redes con ciclos, esta propiedad
no se aplica por lo que deben considerarse presiones y flujos en el proceso de
optimización. Para mayor información sobre programación dinámica aplicada
a este tipo de problema veáse Ŕıos-Mercado (2002).

Otro tipo de metodoloǵıa para resolver este tipo de problemas fue la em-
pleada por Percell y Ryan (1987). Ellos aplican el método de optimización no
lineal del Gradiente Reducido Generalizado (GRG). Las ventajas que presenta
este método es que, a diferencia de la programación dinámica, el aumento de
la dimensionalidad del problema no le afecta tan dramáticamente, y por tanto
permite que puede aplicarse a redes con ciclos. El precio que se paga por esto
es que al estar el método basado en un proceso de búsqueda de gradiente que
satisface condiciones de optimalidad local, no garantiza el encontrar un óptimo
global en un problema no convexo como el aqúı estudiado.

En estudios más recientes, Wu (1998) realizó su investigación doctoral
sobre la minimización de consumo de combustible en redes de transporte de gas
natural y simulación en estado estable. En este trabajo, se establece un modelo
matemático completo del flujo en estado estable para redes de gas natural. Uno
de los productos de ese trabajo, publicado en Ŕıos-Mercado et al. (2002), fue
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la demostración, haciendo uso de los resultados de teoŕıa de grafos y análisis
funcional, de la existencia de la solución única para un sistema de ecuaciones
algebraicas no lineales que surgen de los flujos en una red de transporte. Basado
en estos resultados, se derivó un método de descomposición de la red con
el que se obtuvo grandes reducciones de tamaño, ayudando a simplificar la
dificultad del problema. En Wu et al. (2000), se desarrolló un procedimiento
de acotamiento inferior, el cual fue probado en algunas topoloǵıas con buenos
resultados.

En otro trabajo de investigación doctoral, Kim (1999) trabajó en un pro-
cedimiento de solución heuŕıstica para el PMCC en topoloǵıas con ciclos. Esta
metodoloǵıa de solución heuŕıstica se basa en un procedimiento iterativo de
dos etapas. En particular, en cada iteración, como primera etapa, las variables
de flujo de gas son fijadas y las variables de presiones óptimas son encontra-
das utilizando DP. En el segundo estado, las variables de presiones son fijas
y se intenta encontrar un conjunto de variables de flujo, las cuales mejoran la
función objetivo al explotar la estructura fundamental de la red.

1.3. Objetivo

Los métodos recién citados suponen que se parte de una solución factible
inicial que en la práctica es en ocasiones muy dif́ıcil de obtener debido a la
complejidad que presenta la estructura matemática del modelo. Es decir, no
existe una forma sistemática de generar soluciones factibles iniciales. Inclusive,
en algunos métodos clásicos de NLP, como el método del gradiente reducido,
aunque técnicamente el algoritmo puede iniciar la búsqueda en un punto inicial
no factible, el algoritmo de solución encuentra dificultades numéricas debido
a la compleja estructura matemática del PMCC. Esto ocasiona que el algo-
ritmo no converja a un óptimo local, afectando significativamente el tiempo
computacional empleado. Peor aún, en muchas ocasiones no es posible obtener
soluciones factibles al problema.

Reconociendo esta dificultad existente en encontrar, de una forma sis-
temática, soluciones factibles iniciales para el PMCC, y notando que esta es
una limitante en los trabajos arriba citados, la parte medular de este trabajo
se enfoca en el estudio y evaluación de técnicas de preprocesamiento, que bási-
camente consisten en, antes de optimizar el problema, transformarlo en uno
equivalente que tenga mejores propiedades para ser resuelto desde el punto
de vista computacional. Esto constituye la principal aportación del presente
trabajo.

Este art́ıculo esta organizado como sigue. En la sección 2, se presenta el
planteamiento del problema. Se plantean las suposiciones empleadas aśı como
el modelo matemático. En la Sección 3, se describen las diferentes técnicas
de preprocesamiento utilizadas en la evaluación. Se discute su importancia y
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relevancia, aśı como las posibles ventajas y desventajas, y el impacto potencial
en la calidad de las soluciones obtenidas. En la Sección 4, se presenta el tra-
bajo experimental. Se presenta una extensa evaluación computacional de las
técnicas de preprocesamiento en una diversidad de instancias de prueba. Entre
los resultados principales de esta evaluación se observó que la fase de prepro-
cesamiento impacta de una manera positiva el comportamiento del algoritmo.
Por último, en la Sección 5 se presentan las conclusiones y recomendaciones
para trabajo futuro.

2. Planteamiento del Problema

2.1. Suposiciones

La operación real de sistemas de transporte de gas natural es bastante
compleja. Debido a esto, es necesario hacer algunas consideraciones que per-
mitan estudiar el problema. Cabe aclarar que aún con estas suposiciones la
estructura matemática de este tipo de problema es bastante complicada ya
que la función objetivo es no lineal y no convexa, el dominio de operación
factible del compresor define un conjunto no convexo y las restricciones de
flujo en los ductos definen un conjunto no lineal y no convexo. Como es bien
conocido (Garey y Johnson, 1979) un problema con estas caracteŕısticas es
NP-dif́ıcil. Las suposiciones que se consideraron para nuestro estudio fueron
las siguientes:

S1. Sistema en estado estable. Bajo este supuesto consideramos que los
valores caracteŕısticos del flujo de gas en el sistema son independientes
del tiempo. En este caso, el sistema de restricciones, particularmente
aquellas que describen el flujo del gas a través de los ductos pueden ser
descritas usando ecuaciones algebraicas no lineales. Existe otro tipo de
sistema cuando en el análisis se considera el tiempo, este tipo de siste-
ma es considerado en estado transitorio. En un sistema transitorio las
variables del sistema, tales como flujos y presiones, están en función del
tiempo. Para modelarlo se tiene que hacer uso de ecuaciones diferenciales
parciales en función del tiempo que describen la relación que existe entre
estas variables. El sistema en estado transitorio ha sido abordado con
muy poco grado de éxito desde la perspectiva de optimización debido a
la gran complejidad que se tiene en la estructura matemática del modelo
para este tipo de sistema y representa sin duda uno de los grandes retos
en materia de investigación en los años por venir.

73
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S2. La red es dirigida. Consideramos que el sentido del flujo en cada ducto
se conoce con anterioridad.

S3. Temperatura ambiente constante. Se considera un proceso isotérmi-
co, es decir, que la temperatura en el sistema se mantiene constante
en cada ducto. Esto se hace con la finalidad de hacer más tratable la
restricción de flujo en los ductos.

S4. Número fijo de compresores en cada estación compresora. El núme-
ro de compresores operando en cada estación se considera como un
parámetro conocido. Aunque en la práctica puede ser posible considerar
este dato como una variable de decisión, esto convertiŕıa al problema en
un programa entero mixto no lineal, lo cual requiere una metodoloǵıa de
solución enteramente diferente.

S5. Todas las unidades compresoras en una estación compresora son
centŕıfugas, idénticas e instaladas en paralelo. El hecho de consi-
derar idénticas y conectadas en paralelo, nos permite suponer que el flujo
que entra a la estación compresora se reparte equitativamente entre el
número de compresores que tenga la estación lo cual facilita el análisis.
Este tipo de configuración es además común en la industria. El tipo cen-
tŕıfugo de compresores es también de los más popularmente utilizados
en el medio industrial.

2.2. Modelo Matemático

En la definición del modelo empleamos la siguiente nomenclatura.

Índices y conjuntos

N = Conjunto de nodos en la red

Nf = Conjunto de nodos fuente (Nf ⊆ N)

Nd = Conjunto de nodos destino (Nd ⊆ N)

Ap = Subconjunto de arcos ductos

Ac = Subconjunto de arcos compresores

A = Conjunto de arcos en la red (A = Ap ∪Ac)
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Parámetros

Uij = Capacidad del ducto (i, j); (i, j) ∈ Ap

Rij = Resistencia del ducto (i, j); (i, j) ∈ Ap

Bi = Flujo neto en el nodo i; i ∈ N donde:

Bi =


> 0 si i ∈ Nf

< 0 si i ∈ Nd

0 de otro modo

Variables

xij = Flujo de masa en el arco (i, j); (i, j) ∈ A

pi = Presión en el nodo i; i ∈ N

El modelo queda establecido como sigue:

minimizar
∑

{(i,j)∈Ac}

gij (xij , pi, pj) (1)

Sujeta a:

∑
{j|(i,j)∈A}

xij −
∑

{j|(j,i)∈A}

xji = Bi i ∈ N (2)

0 ≤ xij ≤ Uij (i, j) ∈ Ap (3)

p2
i − p2

j = Rijx
2
ij (i, j) ∈ Ap (4)

pL
i ≤ pi ≤ pU

i i ∈ N (5)

(xij , pi, pj) ∈ Dij (i, j) ∈ Ac (6)

El objetivo (1), como ya se mencionó antes, es una función no lineal y no
convexa y describe para nuestro problema el consumo total de combustible en
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la red en cada arco compresor que se encuentre en la red. Está definida (Wu
et al., 2000) como:

gij(xij , pi, pj) =
(

c

η(xij , pi, pj)

)
· xij

[(
pj

pi

)m

− 1
]

con

c = ZRT/m

η(xij , pi, pj) = AE + BE

(
Qij

Sij

)
+ CE

(
Qij

Sij

)2

+ DE

(
Qij

Sij

)3

(7)

Aqúı, Z = 0,95 es el factor de compresibilidad del gas, R = es la cons-
tante del gas, T = 519◦R la temperatura promedio del gas y m = 0,229 es
la razón de calor espećıfico del gas. El término η es la eficiencia adiabática
del compresor y AE , BE , CEyDE son constantes estimadas por el método de
mı́nimos cuadrados de mediciones del compresor. La restricción (2) denota el
balance de flujo de masa en cada nodo de la red. Un valor positivo de Bi

indica que el nodo i es fuente, mientras que un valor negativo indica que se
trata de un nodo demanda. Se supone que es una red balanceada, es decir,∑

i∈N Bi = 0. La restricción (3) denota la capacidad del flujo de gas en cada
ducto. En la práctica, éste es t́ıpicamente fijado por el distribuidor a un valor
un poco menor que la capacidad real del ducto para compensar por posibles
desbalances. La restricción (4) representa la dinámica del flujo de gas a través
del ducto. Es una ecuación que indica la relación entre la cáıda de presiones
y el flujo, y es válida para gases de alta presión. Nótese que el parámetro de
resistencia está dado a su vez por Rij = CfL/d5, donde C es una constante
que se calcula como C = KZSgT , con K = 133050 la constante del ducto,
Z = 0,95 el factor de compresibilidad del gas, Sg = 0,6248 la gravedad es-
pećıfica del gas y T = 519◦R la temperatura promedio del gas; y f, L y d,
son el factor de fricción, la longitud del ducto y el diámetro interior del ducto
respectivamente, las cuales pueden variar de ducto a ducto. Para más detalle
puede verse Osiadacz (1987). La restricción (5) describe el rango de presión
permisible para cada nodo de la red. Estos ĺımites superior e inferior son dados
por el distribuidor. La restricción (6) representa los ĺımites de operación en
cada compresor. Estos ĺımites definen el dominio en el cual el compresor puede
operar en la industria. Este dominio factible de operación Dij está dado a su
vez por las siguientes relaciones:

Hij

S2
ij

= AH + BH

(
Qij

Sij

)
+ CH

(
Qij

Sij

)2

+ DH

(
Qij

Sij

)3

(8)
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SL
ij ≤ Sij ≤ SU

ij (9)

r1 ≤
Qij

Sij
≤ r2 (10)

Donde Z (factor de compresibilidad del gas), R (constante del gas) y T

(temperatura de succión del gas), son parámetros que dependen de las pro-
piedades f́ısicas del gas; SL

ij , SU
ij , r1 y r2 son parámetros establecidos en el

compresor; AH , BH , CH y DH son constantes estimadas por el método de
mı́nimos cuadrados a partir de mediciones de valores de Hij , Qij , Sij , y éstas a
su vez son variables (cabeza adiabática, flujo volumétrico, velocidad del com-
presor, respectivamente) que están relacionadas a las variables del problema
mediante las siguientes relaciones:

Hij =
ZRT

m

[(
pj

pi

)m

− 1
]

(11)

Qij = ZRT

(
xij

pi

)
(12)

Es decir, podemos expresar Dij = {(xij , pi, pj) : pL
i = pi = pU

i , (9), (10),
(11) y (12) se cumplen}. Para una descripción más detallada de la estructu-
ra matemática que compone un compresor centŕıfugo puede verse Villalobos
Morales (2002). Las restricciones (2) y (3) son las comunes en un modelo de
flujo en redes t́ıpico. Las restricciones (4), (5) y (6) son propias del problema
en cuestión y son las que en unión con la función objetivo hacen que el modelo
sea dif́ıcil de resolver, ya que éstas son no lineales y definen un conjunto no
convexo.
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3. Técnicas de Preprocesamiento

3.1. Importancia y Relevancia

Dada una formulación de un problema de optimización, el preprocesa-
miento se refiere a operaciones elementales que pueden ser desarrolladas para
mejorar o simplificar la formulación mediante el acotamiento de variables y
asignación de valores iniciales, por mencionar algunas. El preprocesamiento
puede ser interpretado como una fase entre formulación y solución. Este pue-
de acrecentar enormemente la velocidad de un algoritmo sofisticado el cual,
pudiera por ejemplo, estar imposibilitado para reconocer el hecho de que al-
guna variable puede ser fijada y entonces eliminada del modelo (Nemhauser y
Wolsey, 1989). Ocasionalmente un problema pequeño puede ser resuelto en la
fase de preprocesamiento o por la combinación de preprocesamiento con algún
proceso enumerativo. Aunque esta aproximación ha sido abordada como una
técnica de solución en el desarrollo primitivo de programación entera, bajo
el nombre de enumeración impĺıcita, este no es el papel importante de estas
técnicas simples. Su principal propósito es preparar una formulación rápida
y más efectiva para un algoritmo más sofisticado. Desafortunadamente, ha
tomado mucho tiempo a los investigadores reconocer el hecho de que exis-
te generalmente la necesidad para ambas fases en la solución de problemas
prácticos.

Para resolver el PMCC, primeramente se formuló matemáticamente como
un programa no lineal donde la función objetivo representa el consumo de com-
bustible incurrido por todas las estaciones compresoras que se encuentran en
la red. Posteriormente se aplicó el algoritmo GRG (Bazaraa, Sherali y Shetty,
1993). Para la modelación y para el uso del método se utilizó GAMS (Brooke,
Kendrick y Meeraus, 1992), software de modelación algebraica con interfaces
a varias libreŕıas de optimización. Sin embargo debido a la complejidad del
problema, donde se tiene una función objetivo no convexa y restricciones que
definen un conjunto no convexo, al aplicar este método de solución surgie-
ron dificultades de diversos tipos. Por ejemplo, la principal dificultad que se
presentó en nuestro problema al aplicar el algoritmo fue que no se encontra-
ba ninguna solución factible inicial (en problemas donde se sab́ıa que śı eran
factibles) para diversos valores de flujo de masa para los nueve compresores
utilizados en la evaluación.

Como ya se hab́ıa mencionado anteriormente cualquier algoritmo de opti-
mización requiere un punto inicial para iniciar su proceso de búsqueda para
la optimización. Debido a que para este problema aun no se cuenta con un
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procedimiento eficiente que encuentre soluciones factibles iniciales, fue nece-
sario emplear algunas técnicas comunes de preprocesamiento que básicamente
consisten en, antes de optimizar el problema, transformarlo en uno equivalen-
te que tenga mejores propiedades para ser resuelto desde el punto de vista
computacional con la finalidad de que ayuden al algoritmo a encontrar dichas
soluciones iniciales para el problema en cuestión. Esto fue lo que motivo el
desarrollo del presente trabajo.

3.2. Descripción de Técnicas de Preprocesamiento

3.2.1. Acotamiento de Variables

El acotamiento en una variable consiste en especificar una cota inferior y
otra superior, aun en el caso en que una variable no está restringida. Esto se
realiza con la finalidad de hacer la región factible o espacio de búsqueda más
reducido, con el objetivo de que el esfuerzo computacional empleado por el
algoritmo para encontrar la solución óptima local sea menor.

Existen dos razones por las cuales las cotas son importantes en modelos
no lineales. La primera es que las cotas previenen de que el algoritmo realice
operaciones no definidas, tales como la división por cero. La segunda razón es
que éstas pueden garantizar que las variables permanezcan en una región apro-
piada. Algunas veces se obtienen valores en soluciones parciales enormemente
grandes y recursos considerables pueden ser desperdiciados. La estrategia más
segura es acotar todas las variables superior e inferiormente y para el PMCC
podemos conocer las cotas de todas las variables.

3.2.2. Asignación de Valores Iniciales de Variables

El asignar buenos valores iniciales es importante por muchas razones (Drud,
1992). Valores iniciales que satisfacen o cercanamente satisfacen muchas de las
restricciones hacen que se reduzca el trabajo involucrado en encontrar una so-
lución inicial factible. Los valores iniciales que además son cercanos al óptimo
también reducen la distancia al punto final y por lo tanto indirectamente el
esfuerzo computacional. El progreso del algoritmo de optimización se basa en
una buena información direccional y por lo tanto de buenas derivadas. Las de-
rivadas en un modelo no lineal dependen del punto actual y del punto inicial
en el cual las primeras derivadas son calculadas. Finalmente, los modelos no
convexos pueden tener múltiples soluciones, pero el modelador está buscando
una en una parte particular del espacio de búsqueda, es decir en una vecindad
apropiada donde sea más probable encontrar la solución deseada. T́ıpicamente,
cuando se deja que el punto inicial sea asignado arbitrariamente por un algo-
ritmo optimizador, los valores iniciales con los que inicia tienen de antemano
el valor cero proyectado en los ĺımites. Por ejemplo, si una variable del modelo
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es libre o tiene una cota inferior de cero, entonces para ésta su valor inicial es
cero. Desafortunadamente, cero es en muchos de los casos un valor inicial malo
para una variable no lineal. Un valor inicial de cero es especialmente malo si la
variable aparece en un término de producto ya que la derivada inicial se hace
cero, y esto hace parecer que la función no depende de la variable. Si en el
problema existe una variable que tiene una cota inferior positiva pequeña, por
ejemplo, si esta variable aparece como argumento de la función logaŕıtmica o
como un denominador, entonces de antemano el valor inicial de la variable es
esa cota inferior y ésta también es mala ya que este punto tendrá primeras y
segundas derivadas muy grandes.

Una posibilidad es inicializar todas las variables en 1, o utilizar un factor
de escala si se combina con alguna opción de escalamiento. Otra posibilidad
es seleccionar valores razonables para algunas variables que del contexto se
conoce que son importantes y entonces usar algunas de las ecuaciones del
modelo para derivar valores para las otras variables.

3.2.3. Escalamiento

Existen una diversidad de factores que pueden influenciar la eficiencia y
éxito de un optimizador no lineal, incluyendo la forma en la cual el modelo
es formulado y la selección de las unidades (o escalamiento) para las variables
(Fourer, Gay y Kernighan, 1990). El escalamiento consiste en que los valores de
los coeficientes de las variables debeŕıan tener un grado de magnitud muy pa-
recido. Los optimizadores pueden introducir error cuando algunos coeficientes
de variables o restricciones vaŕıan considerablemente. Algunos optimizadores
automáticamente escalan el problema para tratar de no permitir esta situa-
ción, pero se puede ayudar considerablemente analizando con buen juicio las
unidades en las cuales las variables son expresadas.

Las variables llegan a ser bien escaladas si éstas son medidas con las uni-
dades apropiadas. En la mayoŕıa de los casos se debe seleccionar la unidad
de medida para las variables tal que su valor esperado esté alrededor de la
unidad. Las ecuaciones llegan a ser bien escaladas si los términos individuales
son medidos en las unidades apropiadas. Después de que se han seleccionado
las unidades para las variables, el siguiente paso es seleccionar la unidad de
medida para las ecuaciones, tal que los valores esperados de los términos in-
dividuales estén alrededor de la unidad. Si se siguen estas reglas, se garantiza
que las ecuaciones de balance usualmente tendrán coeficientes alrededor de 1.
Si el problema estaba mal escalado originalmente, entonces es muy probable
que la técnica de escalamiento cause un mejoramiento dramático en el costo y
un proceso de solución confiable.
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4. Evaluación Computacional

En esta sección procedemos a evaluar el impacto del uso de las técnicas de
pre-procesamiento descritas anteriormente. Primeramente describimos la base
de datos utilizada para esta evaluación, a continuación definimos el diseño
experimental de las diversas pruebas y finalmente presentamos los resultados
y conclusiones del trabajo.

4.1. Descripción de la Base de Datos

Los datos de cada red son tomados de su respectivo archivo de la Tabla
11 que se encuentra en el Apéndice A en (Villalobos Morales, 2002). Para ver
todas las instancias que fueron probadas en cada red ver en Apéndice D en
(Villalobos Morales, 2002).

Topoloǵıa A: Red en ĺınea .

Figura 1: Topoloǵıa A

Esta red está formada por 6 nodos, tres arcos ductos y dos estaciones
compresoras en la red. Los arcos forman una ĺınea recta (llamada una red
“gun barrel” en la industria del gas natural) como se muestra en la Figura
1. Esta red tiene un nodo suministro (nodo 1) y un nodo demanda (nodo 6).
Se probaron varias instancias con diferentes valores de flujo en los nodos 1 y
6 en unidades MMSCFD. Para todos los otros nodos el Bi = 0. El rango de
presión mı́nima y máxima para cada nodo es [200, 800] psia respectivamente.
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El conjunto de arcos ductos está dado por {(1, 2), (3, 4), (5, 6)}. Para cada
ducto, L = 50 millas, d = 3 ft y f = 0,0085. El conjunto de arcos compresores
está dado por {(2, 3), (4, 5)}. Cada estación compresora tiene un compresor
centŕıfugo.

Topoloǵıa B: Red tipo árbol .

Esta red está formada por diez nodos, seis arcos ductos y tres estaciones
compresoras, cada una con un compresor centŕıfugo, como puede observarse en
la Figura 2. La red tiene un nodo suministro (nodo 1) y cinco nodos demanda
(nodos 5, 6, 7, 9 y 10). Se probaron varias instancias con diferentes valores
de flujo en estos nodos en unidades MMSCFD. Para todos los otros nodos el
Bi = 0. Los ĺımites de presión mı́nima son dados (en psia) por pL

1 = pL
2 = pL

4 =
p10L = 200, pL

3 = pL
5 = pL

6 = pL
7 = pL

8 = p9L = 250. La presión máxima para
cada nodo es pU

i = 1500 psia para todo i ∈ N . El conjunto de arcos ductos
está dado por {(2, 3), (4, 5), (5, 6)(5, 7), (8, 9), (9, 10)}. Para cada ducto, L = 50
millas, d = 3 ft y f = 0,0085. El conjunto de arcos compresores está dado por
{(1, 2), (3, 4), (3, 8)}.

Figura 2: Topoloǵıa B
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Topoloǵıa C: Red con ciclo .

El tercer tipo es una red con ocho nodos, cinco arcos ductos y tres esta-
ciones compresoras, como puede observarse en la Figura 3. La red tiene un
nodo suministro (nodo 1) y dos nodos demanda (nodos 5, 8). Se probaron
varias instancias para diferentes valores de flujo en estos nodos en unidades
MMSCFD. Para todos los otros nodos Bi = 0. Los ĺımites de presión mı́nima y
máxima son: pL

i = 300 y pU
i = 1200 psia respectivamente para todo i ∈ N . El

conjunto de arcos ductos está dado por {(1, 3), (2, 6), (4, 5)(6, 5), (7, 8)}. Para
cada ducto, L = 40 millas, d = 3 ft y f = 0,0085. El conjunto de arcos com-
presores está dado por {(1, 2), (3, 4), (7, 8)}. Cada estación compresora tiene
un compresor centŕıfugo.

Figura 3: Topoloǵıa C

4.2. Metodoloǵıa y Diseño Experimental

Primero, se modelaron matemáticamente las instancias mediante el uso de
GAMS, versión 2.50, (Brooke, Kendrick y Meeraus, 1992), en una estación
de trabajo Sun Ultra 10. Una vez modelado, se procedió a llevar a cabo la
evaluación de las técnicas de preprocesamiento. Los factores que se evaluaron
de la fase de preprocesamiento en este experimento fueron: (a) acotamiento
de las variables de decisión; (b) asignación de un valor inicial a las variables
de decisión y (c) escalamiento de las ecuaciones. Esta evaluación se efectúo en
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tres topoloǵıas reales de la industria del gas natural (descritas en la Sección
4.1) con datos de nueve compresores centŕıfugos (Kim, 1999), para los cuales
se utilizaron diferentes valores de flujo. Para hacer la comparación entre las
técnicas de preprocesamiento utilizadas, se llevó a cabo una prueba de hipóte-
sis utilizando estad́ıstica no paramétrica. Los detalles de esta prueba pueden
encontrarse en el Apéndice F de Villalobos Morales (2002).

Para llevar a cabo estas evaluaciones, se consideraron los siguientes esce-
narios. En el escenario E1 se aplicaron al problema original las técnicas de
acotamiento de variables y asignación de valores iniciales a las variables. En
el escenario E2, al E1 se le agregó la técnica de escalamiento de ecuaciones,
en particular escalando la ecuación de la eficiencia del compresor (7). En el
escenario E3, al E2 se le añadió el escalamiento a la ecuación del dominio del
compresor (8). Para estas evaluaciones se registraron las instancias donde se
encontraron soluciones, tanto óptimas como factibles, registrando el número
de iteraciones en aquellas instancias donde se encontraron soluciones óptimas,
con la finalidad de poder hacer una comparación entre un escenario y otro.

4.3. Experimento 1: Impacto de las Cotas en las Variables y

Punto Inicial

El objetivo de esta parte del experimento consiste en mostrar una evalua-
ción computacional de dos técnicas comunes de preprocesamiento: acotamiento
de las variables y asignación de valores iniciales a las variables, las cuales fue-
ron aplicadas al problema en cuestión, con la finalidad de ayudar al algoritmo
en su proceso de búsqueda de soluciones óptimas locales y factibles. En las
Tablas 1, 2 y 3 se muestran los resultados al aplicar estas dos técnicas de
pre-procesamiento en las tres topoloǵıas empleadas en la evaluación.

Tipo de compresor # instancias probadas óptimos locales

Snarlin-k1 12 11

Rakeey-k1 10 10

Rakeey-k2 17 14

Hamper-k1 19 12

Bellvan-k1 10 10

Bellvan-k2 10 10

Bellvan-k3 17 12

Bethany-k1 18 14

Bethany-k2 16 12

Total 129 105

Cuadro 1: Aplicación de cotas y solución inicial en topoloǵıa A

El promedio de iteraciones en este escenario fue de 92 iteraciones. Como
puede observarse en la Tabla 1, al aplicar estas técnicas de pre-procesamiento
en la topoloǵıa de red en ĺınea, el número de soluciones óptimas locales encon-
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tradas representa el 81 % del total probadas. El 19% restante esta repartido
en soluciones factibles, soluciones no factibles y en algunas instancias donde
el algoritmo alcanzó el ĺımite de iteraciones preestablecido sin encontrar una
solución. Este resultado es alentador comparado con el obtenido al emplear el
algoritmo sin pre-procesamiento donde no se encontraron soluciones factibles
para ninguno de los compresores.

Tipo de compresor # instancias probadas óptimos locales

Snarlin-k1 18 17

Rakeey-k1 15 14

Rakeey-k2 16 7

Hamper-k1 11 1

Bellvan-k1 9 9

Bellvan-k2 9 9

Bellvan-k3 17 9

Bethany-k1 12 8

Bethany-k2 5 5

Total 112 79

Cuadro 2: Aplicación de cotas y solución inicial en topoloǵıa B

En la Tabla 2 vemos similares resultados para la red tipo árbol. El pro-
medio de iteraciones en este escenario es de 70,9 iteraciones. En este tipo de
topoloǵıa, como puede observarse, al aplicar las técnicas de pre-procesamiento
el número de soluciones óptimas locales encontradas por el algoritmo represen-
ta el 70% del total probadas, el 30 % restante es únicamente para soluciones
factibles. Este resultado es también muy alentador, ya que no encontramos so-
luciones no factibles, ni tampoco hubo instancias donde se alcanzara el ĺımite
de iteraciones sin encontrar una solución.

Tipo de compresor # instancias probadas óptimos locales

Snarlin-k1 23 21

Rakeey-k1 19 18

Rakeey-k2 25 20

Hamper-k1 31 15

Bellvan-k1 15 15

Bellvan-k2 15 15

Bellvan-k3 22 22

Bethany-k1 20 18

Bethany-k2 19 19

Total 189 163

Cuadro 3: Aplicación de cotas y solución inicial en topoloǵıa C

Finalmente en la Tabla 3 vemos los resultados para la topoloǵıa con ciclo. El
promedio de iteraciones en este escenario es de 83.8 iteraciones. En este tipo de
topoloǵıa como puede observarse al aplicar las técnicas de pre-procesamiento
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el número de soluciones óptimas locales encontradas por el algoritmo repre-
senta el 86% del total probadas, el 14 % restante es únicamente también para
soluciones factibles, que se encuentran repartidas en los nueve compresores
como puede observarse en la tabla.

Conclusiones: De una forma clara y contundente pudo observarse, en las
tres topoloǵıas utilizadas, que las técnicas de preprocesamiento de acotamiento
en las variables y el punto inicial impactaron de una manera positiva en el
desarrollo del algoritmo. Al aplicar éstas nos dimos cuenta que el algoritmo ya
no tiene tanta dificultad para encontrar soluciones factibles para el problema.
Como pudo observarse para cada topoloǵıa se encontró un buen porcentaje de
soluciones óptimas locales. Estos resultados avalan el uso de estas técnicas de
preprocesamiento en el algoritmo.

4.4. Experimento 2: Impacto del Escalamiento

Después de realizar la primera parte del experimento, donde se aplicaron
dos técnicas comunes de preprocesamiento, nos dimos cuenta de la enorme
utilidad de aplicar esta fase de preprocesamiento al algoritmo, ya que se lo-
gró obtener una gran cantidad de soluciones óptimas locales. Analizando los
resultados obtenidos, observamos que la parte restante donde el algoritmo no
encontró soluciones óptimas locales estaba repartida en soluciones factibles
(mayoŕıa), soluciones no factibles y soluciones donde se alcanzaba el ĺımite de
iteraciones.

La causa principal de que el algoritmo siguiera encontrando soluciones no
factibles después de aplicar las dos técnicas de pre-procesamiento anteriores, se
deb́ıa principalmente a que algunas de las ecuaciones del modelo teńıan un mal
escalamiento, es decir, los coeficientes de las ecuaciones variaban considerable-
mente en magnitud, lo que provocaba este tipo de inestabilidades numéricas
que provocaban el fallo en el algoritmo. Por tal motivo, fue necesario realizar
un mejor escalamiento a algunas de las ecuaciones. El procedimiento consiste
en observar los valores de los coeficientes de todas las ecuaciones del modelo.
Por ejemplo, en el caso de la ecuación de dominio del compresor (8) en el
compresor tipo Bethany-k1 de la topoloǵıa A, se observó que las magnitudes
de sus coeficientes se encuentran aproximadamente tres órdenes de magnitud
mayores al del resto de las restricciones. Por tanto, se escala esta restricción
dividiéndola toda por 1.0 x 103.

Siguiendo este procedimiento, se determinaron los factores de escalamiento
apropiados para cada instancia en cada uno de los compresores utilizados en la
evaluación, los cuales se muestran en la Tabla 4. Esta evaluación se realizó para
las mismas topoloǵıas de la sección anterior. En esta parte del experimento se
llevó a cabo la evaluación de la técnica del escalamiento a la ecuación de la
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Topoloǵıa A Topoloǵıa B Topoloǵıa C

Tipo de Ecuación Ecuación Ecuación Ecuación Ecuación Ecuación

compresor eficiencia dominio eficiencia dominio Ecuación dominio

Snarlin-k1 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+04 1.0e+01 1.0e+01

Rakeey-k1 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+04 1.0e+01 1.0e+01

Rakeey-k2 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+02

Hamper-k1 1.0e+01 1.0e+06 1.0e+01 1.0e+05 1.0e+01 1.0e+01

Bellvan-k1 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+02

Bellvan-k2 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+02

Bellvan-k3 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+01

Bethany-k1 1.0e+01 1.0e+04 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+03

Bethany-k2 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+02 1.0e+01 1.0e+01 1.0e+01

Cuadro 4: Factores de escalamiento

eficiencia (escenario E2) y ecuación del dominio (escenario E3). Los resultados
obtenidos al aplicar el escalamiento a estas dos restricciones para las topoloǵıas
A, B y C, se muestran en las Tablas 8, 6 y 7 respectivamente. En cada fila
se muestra el número de soluciones óptimas locales encontradas para cada
compresor en cada escenario.

Como puede apreciarse en las Tablas 8, 6 y 7, los resultados obtenidos al
aplicar las tres técnicas de pre-procesamiento son muy alentadores en las tres
topoloǵıas, ya que se logra encontrar en la mayoŕıa de las instancias probadas
soluciones óptimas locales en los nueve compresores utilizados. Haciendo una
comparación entre los tres escenarios respecto al número de soluciones ópti-
mas locales encontradas en una de las topologias, se observa que cuando se
compara el escenario E1 con el escenario E2 se logra un mejoramiento hasta
de un 10 %. Al comparar los escenarios E2 y E3 se obtiene una mejora de
un 3 % y por último comparando el escenario E1 con el escenario E3 se logra
obtener una mejora hasta de un 12 %. Como puede verse en las tres tablas, el
mejor escenario es el E3, ya que en éste se logra obtener el mayor número de
instancias con soluciones óptimas locales. Esto se logró porque se le aplicó un
mejor escalamiento a una de las ecuaciones del modelo (ecuación del dominio).

Para comprobar estos resultados se realizaron las siguientes pruebas de
hipótesis:

(a) H0: El promedio de iteraciones en el escenario E1 es menor o igual que
en el escenario E2 vs.
H1 : El promedio de iteraciones en el escenario E1 es mayor que en el
escenario E2

(b) Ho : El promedio de iteraciones en el escenario E2 es menor o igual que
en el escenario E3 vs.
H1 : El promedio de iteraciones en el escenario E2 es mayor que en el
escenario E3 para cada topoloǵıa
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Tipo de # instancias soluciones

Compresor probadas óptimas locales

E1 E2 E3

Snarlin-k1 12 11 12 12

Rakeey-k1 10 10 10 10

Rakeey-k2 17 14 17 16

Hamper-k1 19 12 16 17

Bellvan-k1 10 10 10 10

Bellvan-k2 10 10 10 10

Bellvan-k3 17 12 14 17

Bethany-k1 18 14 14 13

Bethany-k2 16 12 15 15

Total 129 105 118 120

Cuadro 5: Comparación de técnicas (escenarios) en la red en ĺınea.

Tipo de # instancias soluciones

Compresor probadas óptimas locales

E1 E2 E3

Snarlin-k1 17 17 17 18

Rakeey-k1 15 14 15 15

Rakeey-k2 16 7 8 8

Hamper-k1 11 1 1 3

Bellvan-k1 9 9 9 9

Bellvan-k2 9 9 9 9

Bellvan-k3 17 9 14 14

Bethany-k1 12 8 9 9

Bethany-k2 5 5 5 5

Total 112 79 87 90

Cuadro 6: Comparación de técnicas (escenarios) en la red tipo árbol.

Tipo de # instancias soluciones

Compresor probadas óptimas locales

E1 E2 E3

Snarlin-k1 23 21 23 23

Rakeey-k1 19 18 19 19

Rakeey-k2 25 20 23 25

Hamper-k1 31 15 16 20

Bellvan-k1 15 15 15 15

Bellvan-k2 15 15 15 15

Bellvan-k3 22 22 22 22

Bethany-k1 20 18 16 17

Bethany-k2 19 19 18 17

Total 189 163 167 173

Cuadro 7: Comparación de técnicas (escenarios) en la red con ciclo.
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Los resultados de esta prueba de hipótesis se muestran a continuación en
forma resumida en la Tabla 7, donde se muestra el valor P para cada hipótesis.
Para más detalle sobre esta prueba puede verse el Apéndice F en Villalobos
Morales (2002).

Red en ĺınea Red tipo árbol Red con ciclo

E1 y E2 E2 y E3 E1 y E2 E2 y E3 E1 y E2 E2 y E3

P = 0.0154 P = 0.0158 P = 0.0212 P ∼= 0 P = 0.008 P ∼= 0

Cuadro 8: Resultados de prueba de hipótesis.

Como puede apreciarse en la tabla, la prueba fue significativa para cada
topoloǵıa, a un nivel de significancia α = 0,05. Es decir, se concluye que hay
evidencia suficiente para rechazar H0, en favor de la hipótesis alternativa que
indica que el promedio de iteraciones en E1 es mayor que en E2. Similarmente
vemos que el promedio de iteraciones en E2 es mayor que en el escenario E3
para las tres topoloǵıas.

Conclusiones: Como pudo observarse, la fase de preprocesamiento es de
gran importancia para algoritmos que presentan dificultades en su proceso de
búsqueda. En particular en este problema se obtuvieron muy buenos resulta-
dos en cada una de las evaluaciones realizadas en este experimento al aplicar
algunas de las técnicas más comunes de la fase de preprocesamiento. Los re-
sultados obtenidos avalan categóricamente el uso de estas técnicas, gracias a
éstas se logro obtener una gran cantidad de soluciones óptimas locales en la
mayoŕıa de los compresores utilizados en cada topoloǵıa y se logró también
reducir el esfuerzo computacional empleado por el algoritmo. Lo anterior fue
demostrado estad́ısticamente, utilizando una prueba de hipótesis para confir-
mar cient́ıficamente los resultados obtenidos en esta evaluación.

5. Conclusiones y Recomendaciones

5.1. Conclusiones

Este art́ıculo consistió en el estudio de un problema de optimización cuyo
objetivo es la minimización del consumo de combustible incurrido por las es-
taciones compresoras en una red de gas natural. La resolución de este tipo de
problema en la industria del transporte del gas natural es de gran interés, ya
que las estaciones compresoras consumen una cantidad considerable del gas
transportado, ocasionando que su costo de transportación sea bastante alto.
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Al analizar la estructura matemática del problema se observan diversas carac-
teŕısticas que lo hacen dif́ıcil de resolver, entre ellas figuran la no convexidad
de la función objetivo, del dominio de operación factible del compresor y de
las ecuaciones que definen el flujo en los ductos. Una dificultad del problema
es que cuando se intenta utilizar un algoritmo de optimización, se presentan
dificultades para encontrar soluciones factibles al PMCC. Es por ello que este
art́ıculo se enfocó en el estudio y evaluación de técnicas de preprocesamiento.
Las técnicas de preprocesamiento consisten en, antes de optimizar el proble-
ma, transformarlo en uno equivalente que tenga mejores propiedades para ser
resuelto desde el punto de vista computacional.

Los resultados obtenidos en la evaluación de las técnicas de preprocesa-
miento, avalan categóricamente su uso. Las técnicas aplicadas tuvieron un
impacto positivo en el algoritmo. Se logró obtener una gran cantidad de ins-
tancias (89 %) con soluciones óptimas locales para diferentes topoloǵıas reales
de la industria del gas natural en varios compresores centŕıfugos. El algorit-
mo por si solo (sin la fase de preprocesamiento) no pudo encontrar soluciones
factibles para la mayoŕıa de instancias del problema. También se logró que el
esfuerzo computacional empleado por el algoritmo se redujera notablemente.
Los resultados fueron avalados por pruebas de hipótesis utilizando estad́ıstica
no paramétrica.

5.2. Recomendaciones para Trabajos Futuros

Una primera recomendación es ampliar el estudio a un mayor número de
instancias. En el presente estudio nos basamos en una instancia por cada
una de tres topoloǵıas distintas y ciertamente esta base de datos puede ser
ampliada. Otra recomendación es que, a partir de las soluciones obtenidas
en la evaluación realizada con las técnicas de preprocesamiento, se realice un
estudio más completo de la fase de optimización del algoritmo, utilizando éstas
como puntos iniciales. Seŕıa de gran utilidad que la evaluación se llevara a cabo
entre varios algoritmos no lineales disponibles en el área de optimización para
analizar su comportamiento y en base a los parámetros evaluados en cada uno
de ellos elegir el que mejor desempeño presente para el problema.

Una de las áreas de oportunidad más importantes es el desarrollar heuŕısti-
cas que encuentren soluciones factibles iniciales que sirvan como puntos ini-
ciales para la optimización del algoritmo. Esto podŕıa ayudar a seleccionar en
forma más metódica el punto de inicio, en lugar de tener que partir de un
punto arbitrario. Asi mismo, otra área de oportunidad es el emplear técnicas
de búsqueda local como GRASP (Dı́az et al., 1996) y Búsqueda Tabú (Glo-
ver y Laguna, 1997) para mejorar las soluciones obtenidas por los métodos
convencionales.
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Entre las áreas de investigación de mayor interés figuran el considerar otras
variaciones del problema cómo manejar el número de compresores en la esta-
ción compresora como una variable de decisión (entera), lo cual hace que el
problema se convierta en un problema entero mixto no lineal, lo cual es desde
luego un proyecto de mayor complejidad. El tema tratado en este trabajo de
investigación es de gran importancia. Se espera que los resultados obtenidos
en esta investigación sean de gran utilidad para los trabajos posteriores que
aborden este importante problema de la industria del gas natural.
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cato y F. T. Tseng (1996). Optimización Heuŕıstica y Redes Neuronales.
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