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Resumen

En este trabajo se presenta una generalizacion del problema de coloreo de grafos.
Se estudian sus propiedades y se generalizan algunas cotas y resultados de la teoria de
coloreo. Esta nueva generalizacion surge a partir de la necesidad de modelar algunos

problemas reales.

Se demuestra que un caso particular de este nuevo problema es NP-Completo, y
se conjetura que todos los casos también lo son. A pesar de esto, se modelizo el
problema como un problema de programacion entera 0-1, que se utiliz6 para resolver en
forma exacta instancias de dimension limitada. También se presentan heuristicas para

resolverlo.

En la segunda parte del trabajo, a partir de este nuevo concepto, proponemos una

generalizacion del problema de los grafos perfectos.

Abstract

In this work we present a generalization of the graph coloring problem. We study
its properties and we generalize some well-known bounds and results. This new

generalization is motivated by the need of model some real problems.

We show that one particular case of this problem is NP-Complete, and we
conjecture that in all cases the problems are NP-Complete too. In spite of this we
present a IP formulation which allows us to solve small dimension cases. We propose

too some heuristics.

In the second part of this work, beginning from this new concept, we propose a

generalization of the perfect graph problem.



Capitulo I : Introduccion

Los grafos que consideraremos en este trabajo son grafos finitos, no dirigidos,
sin rulos y sin aristas multiples. Para definiciones sobre grafos puede consultarse [5].
Definimos un grafo G como G = (V,X), donde V es el conjunto de los vértices de Gy X
el conjunto de sus aristas, n representa el cardinal de V y m el de X. El grado de un
vértice v en G, d(v), es el nimero de aristas incidentes a v; 8(G) es el grado minimo de
los vértices de G y A(G) el grado méaximo. Un subgrafo H de un grafo G consiste de un
subconjunto del conjunto de los vértices de G y un subconjunto del conjunto de aristas
de G, las cuales forman un grafo. Un subgrafo inducido por un conjunto U de vértices
de G, tiene como conjunto de vértices a U y contiene todas las aristas de G incidentes a
dos vértices de U. Un clique de G es un subgrafo inducido completo de G, o(G) es la
cardinalidad de un clique méximo de G. Un matching de un grafo G, es un conjunto de
aristas que no inciden sobre vértices en comun. Un agujero, es un ciclo sin cuerdas de
por lo menos 4 vértices, el agujero es par si la cantidad de vértices del ciclo es par, e
impar en caso contrario, Cyx denota un agujero de k vértices. Un diamante es el completo
de 4 vértices menos una arista. Un vértice es llamado simplicial si sus vértice adyacentes

forman una clique en G. Por G contiene a G’, entendemos que G’ es subgrafo inducido

de G. El complemento de un grafo G, denotado por G,esel grafo que tiene como
conjunto de vértices el conjunto de vértices de G y como conjunto de aristas las aristas
que no pertenecen al conjunto de aristas de G.

Un coloreo de los vértices de un grafo G = (V,X) es un mapeo c:V—S = {1,..,j},
tal que c(v) # c(w) si vy w son adyacentes en G. Los elementos de S representan los
colores. Si es posible definir este mapeo decimos que G tiene un j-coloreo de sus

vértices.

El problema de coloreo de un grafo G, es encontrar el minimo entero j, para el
cual G tiene un j-coloreo de sus vértices. Este valor es llamado niimero cromadtico del

grafo G, y se denota x(G).

Karp, en 1972, demostr6 que este problema es NP-Completo. Por su numerosa
cantidad de aplicaciones, como por ejemplo asignacion de horarios en establecimientos
educativos, problemas de secuenciamiento y scheduling, asignacién eficiente de
recursos, se han implementado una gran variedad de heuristicas para resolverlo. Se han

definido algunas generalizaciones de este problema, como por ejemplo el nimero i-



cromético de un grafo G: el menor ndmero k para el cual G tiene una particion de sus
vértices V1,.., Vi, tal que el nimero clique de los subgrafos inducidos por cada V;, 1 <j

<k, esalosumoi.
Analicemos los siguientes problemas:

Problema 1: Se quieren formar n comisiones de k integrantes cada una para dar
su opinién sobre un conjunto de temas. Cada tema fue asignado a una o mas comisiones,
de acuerdo a su importancia. A una comisién se le puede haber asignado més de un
tema. Para garantizar obtener distintas opiniones de las comisiones, se requiere que
entre pares de comisiones que traten algin tema en comuin no compartan mas de i
integrantes. ;Cudl es la minima cantidad de personas necesarias para formar estas n

comisiones?

Problema 2 : ; Cuédntos dias son necesarios para que se reinan las comisiones de
un parlamento si todos las comisiones necesitan reunirse k dias y hay algunos miembros

del parlamento que pertenecen a mas de una comisién?

Para modelar el problema 1, construimos un grafo G de la siguiente manera: por
cada una de las comisiones colocamos un vértice en G, y dos vértices serdn adyacentes
si las comisiones a las que representan tratan algin tema en comun. Entonces, para
resolver este problema es necesario encontrar el menor nimero de personas (colores)
necesarios para asignarle a cada vértice k personas (colores) de forma tal que dos
vértices adyacentes no compartan mds de i personas (colores).

De esta forma, surge una nueva generalizacién del problema de coloreo de
grafos: dados dos enteros k, i, con k >1 >0, un k,i-coloreo de los vértices de G= (V,X)
es un mapeo c¢:V—{subconj. de S de k elementos}, tal que Ic(v) N c(w)I<isivywson

vértices adyacentes en G. Si IS| = j, decimos que G tiene un j-k,i-coloreo de sus vértices.

El problema de k,i-coloreo de un grafo consiste en encontrar el menor entero j
para el cual G tiene un j-k,i-coloreo de sus vértices. A este valor lo llamaremos niimero
k,i-cromadtico de G, y lo denotamos % (G). Parak =1, el problema es trivial, ya que el
numero k,k-cromético de cualquier grafo es siempre k. Cuandok =1 e i =0, este
problema se transforma en el problema tradicional de coloreo. El problema parai =0,
fue definido en [13], donde se estudia esta funcién para grafos planares.

A partir de la nueva definicion, buscaremos propiedades del problema de k,i-
coloreo, y extenderemos algunos resultados de la teoria de coloreo para esta

generalizacion. También analizaremos heuristicas para resolver este problema.



Por otro lado, con una idea similar proponemos una generalizacion de la nocién

de grafos perfectos.

Berge defini6 en 1960 los grafos perfectos [1]. G es perfecto si para todo H
subgrafo inducido de G, x(H) = w(H), donde w(H) es la cardinalidad de un clique

maximo (subgrafo completo maximo).

Berge también enunci6 dos conjeturas. La Conjetura Débil de Grafos Perfectos:
“G es perfecto si y so6lo si su complemento es perfecto”, fue probada por Lovasz en
1972. La Conjetura Fuerte de Grafos Perfectos: “G es perfecto si y s6lo si G no contiene
como subgrafo inducidos agujeros impares o sus complementos” es alin un problema

abierto, convirtiéndose en la conjetura mds importante de este drea.

La teoria de los grafos perfectos es uno de los temas mds estudiados e
interesantes en teoria de grafos, por su belleza y complejidad tedrica, y porque algunos
problemas NP-Completos para grafos en general son polinomiales para esta clase, como
por ejemplo el problema de conjunto independiente maximo, el problema de clique

maxima, el problema de nimero cromadtico y el problema de recubrimiento por cliques.

La busqueda de una buena caracterizacion de los grafos perfectos, ha hecho
surgir nuevos conceptos de perfeccion, para los cuales existen problemas abiertos cuya
resolucion puede ayudar en la demostracion de la Conjetura Fuerte de los Grafos
Perfectos, o tienen importancia tedrica propia. Estas distintas perfecciones definen
nuevas extensiones y variaciones del problema de los grafos perfectos. Todos los
conceptos de perfeccion surgen a partir de dos requerimientos principales inmersos en la
definicion de grafos perfectos: una relacion minimo-méaximo entre dos pardmetros,
donde la igualdad puede ser obtenida y el valor de un pardmetro es siempre mayor o
igual que el valor del otro, y una cuantificacién sobre todos los conjuntos de cierto tipo,

los subgrafos inducidos.
Algunas variaciones y generalizaciones son :
Variaciones:
1. Problema de los grafos B-perfectos
2. Problema de los grafos linea perfectos
Generalizaciones:

3. Problema de los grafos g-perfectos



4. Problema de los grafos i-perfectos
5. Problema de los grafos perfectamente i-transversables

Con la definicién de ndmero k,i-cromadtico, surge una nueva generalizacion del
problema de los grafos perfectos. G es k,i-perfecto si para todo H subgrafo inducido de

G, xki(H):u)ki(H), donde (Dki(H) es el nimero k,i-cromético de una clique maxima de H.

Aqui analizaremos esta y algunas otras variaciones y generalizaciones del

problema de los grafos perfectos.

En el capitulo II trataremos el problema de k,i-coloreo. En este capitulo
mostraremos algunos ejemplos del problema, lo analizaremos para casos particulares de
valores de 1, definiremos los grafos k,i-criticos y estudiaremos algunas de sus
propiedades, mostraremos algunas cotas del numero k,i-cromético, definiremos y
estudiaremos el nimero k,i-colorante, presentaremos una formulacion del problema de
k,i-coloreo como un problema de programacion lineal entero 0-1, desarrollaremos

heuristicas para resolver este problema y definiremos el indice k,i-cromético.

En el capitulo III, estudiaremos distintas variaciones y generalizaciones del
problema de los grafos perfectos: definiremos los grafos k,i-perfectos y estudiaremos

algunas propiedades de estos grafos y de los grafos B-perfectos, que fueron definidos en
[19].

En el capitulo IV, presentaremos las conclusiones del trabajo realizado y

comentaremos algunas posibles extensiones.



Capitulo II : Una generalizacion del problema de coloreo
de grafos

2.1 - Ejemplos del problema de k,i-coloreo

Para comprender mejor la definicién, vamos a analizar algunos ejemplos del

problema de k,i-coloreo para grafos particulares:

¥,"(Cs) = 5, porque con 4 colores no nos alcanza para 2,0-colorear a Cs y con 5,

podemos obtener el 2,0-coloreo:

{4.5}

{1.2} {1.3}

3.4} 2,5}

13 (Ks) = 6:

{1.2,3}

{2.4.6} {1.4,5}

Llamamos L(j,k,i) a la cantidad mdxima de conjuntos de k elementos que se
pueden formar con los elementos de un conjunto de cardinalidad j, tal que todo par de

conjuntos no se intersequen en mds de 1 elementos.

Por ejemplo, L(6,4,2) = 3, porque de los posibles 15 conjuntos de 4 elementos
que podemos formar del conjunto {1,2,3,4,5,6}, la méxima cantidad que podemos elegir

de forma tal que todo par de conjuntos no compartan mas de 2 elementos es 3:

{1,234} {1,2,3,5} {1,245} {1,345} {2,345}



{1,2,3,6} {1,2,4,6} {1,3,4,6} {2,3,4,6} {1,2,5,6}
{1,3,5,6} {2,3,5,6} {1,4,5,6} {2,4,5,6} {3,4,5,6}

Si elegimos por ejemplo el conjunto {1,2,3,4}, sélo no quedan eliminados:
{1,2,5,6} {1,3,5,6} {2,3,5,6}
{1,4,5,6} {2,4,5,6} {3,4,5,6}

De estos conjuntos, sélo podemos elegir dos mds, por ejemplo {1,2,5,6} y
{3,4,5,6}.

Usando esta definicién, podemos calcular el nimero k,i-cromético de los grafos

completos:
in(Kn) =min { j € N/L(j,k,i) 2n }

Entonces, por ejemplo x4*(K3) = 6 y 34°(Ky) = 6, porque L(6,4,2) =3 y
L(5,4,2)=1.

Si encontrdsemos una forma de calcular L(j,k,i) en tiempo polinomial, nos
serviria para poder calcular polinomialmente el nimero k,i-cromético de los grafos

completos, utilizando simplemente el siguiente algoritmo:

Cdlculo de j
j=k
Mientras L(j,k,i) <n
j=j+1

Fin Mientras

Para los grafos bipartitos y K3 podemos calcular exactamente el nimero k,i-

cromatico.

Proposicién 2.1.1 : Si G es un grafo bipartito (con alguna arista) entonces
X(G) = 2%k - i

Proposicion 2.1.1 : Si k <2 * i, entonces in(K3) =2%*Kk-i.Sik>2*i,
X (K3) =3 %k -3%j

Dem.: Cuando k <2 * i, asignamos a un vértice los primeros k colores, para el
segundo vértice, repetimos los primeros i colores y utilizamos k-1 nuevos, y para el
tercer vértice podemos usar k-i colores asignados al primer vértice y no al segundo, y k-1

asignados al segundo y no el primero, porque k -1 <1y 2*(k -1) > k.



Si k > 2*i, asignamos a un vértice los primeros k colores, para el segundo
vértice, repetimos los primeros i colores y utilizamos k-i nuevos, y para el tercer vértice
podemos usar i colores asignados al primer vértice y no al segundo, e i colores

asignados al segundo y no al primero, pero alin necesitamos k-2*i colores nuevos.



2.2 - Analisis para casos particulares de valores de i

Analizaremos el problema de k,i-coloreo parai=0e1=k - 1. Para estos casos
particulares es posible encontrar resultados interesantes.

Di=0:

Para el cdlculo de 3,*(G), construimos el grafo C(G) a partir de G de la siguiente
forma: por cada vértice v de G colocamos los vértices vy,..., vk en C(G) y colocamos
todos las aristas posibles entre estos vértices v;. Después, por cada arista (v,w) de G
colocamos todos las aristas (v; ,w;) en C(G). Esto es similar a multiplicar el grafo G por
cada vértice k-1 veces y colocar aristas entre todas las copias de un mismo vértice.
Cuandoi=0, Xko(G) = %(C(G)), un coloreo 6ptimo de C(G) da un k,0-coloreo 6ptimo
del grafo original, asignando a cada vértice v de G el conjunto formado por los colores
asignados a los vértices vy,...,vx en C(G), con lo que estamos diciendo que el problema
de k,0-coloreo se puede reducir al problema de coloreo, porque podemos construir C(G)
a partir de G en tiempo polinomial.

Podemos acotar XkO(G) en funcién de x(G).

Proposicion 2.2.1 : xkO(G) < k*x(G)

Dem.: Simplemente por cada color utilizado en el coloreo 6ptimo de G, ahora
vamos a disponer de k subcolores, y asignando a cada vértice v los subcolores obtenidos
del color asignado originalmente, se obtiene un k,0-coloreo vélido.—

Con igual procedimiento generalizamos esta cota.

Proposicion 2.2.2:  x5"(G) < k * 1,%(G)

Por ejemplo Cs, cuando k =2 cumple esta cota por menor, porque %2(Cs) = 5,
X(Cs) =3y o(Cs) =2.

Para tratar de identificar qué grafos cumplen la igualdad, encontramos la

siguiente condicion suficiente:

Proposicion 2.2.3 : Si x(G) = o(G), entonces xko(G) = k*x(G)

10



Dem.: La desigualdad k * o(G) < 1.*(G) se debe cumplir porque para k,0-
colorear un clique méximo de G es necesario k * w(G) colores, y entonces k * x(G) <
1 (G) <k 4(G). -

Este resultado se puede generalizar de igual manera:

Proposicién 2.2.4 : Si x(G) = o(G), entonces xk*jO(G) =k * ij(G)

Dem.: Para k*j,0-colorear una clique maxima de G seran necesarios k*j*m(G)
colores, entonces k*j*x(G) < xj*kO(G). Como XjO(G) =]j * x(G) por la proposicién
anterior, k * %;"(G) < 15 (G) <k * x,*(G). -

La condicion anterior no es una condicion necesaria, como se ve en el grafo G:

oG =4 xG=5 @G)=8 x(G)=10
Algunos grafos para los cuales es fécil calcular el nimero k,0-cromadtico son:
e xkO(Kn) =k *n (Grafo completo de n vértices)
. XkO(Cz*j) =2 *k (Circuitos pares de 2*] vértices)

o xkO(Cz_*j) =k *j (Complementos de circuitos pares de 2 * j vértices). Si
llamamos a los vértices del circuito vy, va,..., V2%, los vértices impares forman una
clique de tamafio j en el complemento, entonces por lo menos necesitaremos k * j
colores para un k,0-coloreo, y estos bastan, ya que podemos asignar al vértice v, el
mismo grupo de colores que al vértice vy, al v4 el mismo grupo que al v, y asi

sucesivamente.

o xkO(Pn) =2 *k (Caminos de n vértices)

11



IMHi=k-1:

Para i = k-1, obtenemos que xkk'l(G) =min {je N/ (jk) 2 %(G)}. Esto es porque
todos los subconjuntos de k elementos del conjunto de j elementos difieren en por lo
menos 1, es decir L(j,k,k-1) = (jk). Para este caso particular, tenemos un algoritmo lineal
para calcular el valor del entero j (algoritmo para el célculo de j), utilizando el hecho de
que el valor minimo que puede tomar j es k, dado que necesitamos por 1o menos k

colores para colorear un vértice, y que (jk) = (j'lk) *7/1(-k), con (kk) =1.

Algoritmo para el cdlculo de j
L=1
j=k
Mientras L < X(G) hacer
j=j+1
L=L*j/(j-k)

Fin Mientras

El valor de j es menor que n * (k - 1) + 1, porque asignando a todos los vértices
de G i colores comunes y k-i colores propios de cada uno, obtenemos un k,i-coloreo

valido, entonces el ciclo del algoritmo se realiza O(n) veces.

Con esto vemos que el problema de k,k-1-coloreo se puede reducir al problema

de coloreo.
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2.3 - Grafos j-k.i-criticos

Los grafos criticos fueron definidos por Dirac en 1951 [14]. La importancia de la
nocion de ‘criticidad” es que problemas para grafos j -cromédticos pueden ser reducidos a
problemas en grafos j-criticos, y estos son mds restrictivos que grafos generales.
Generalizaremos esta definicién llamando a un grafo G, j-ki-critico si y(G) = j y para

todo vértice v de G, 1, (G-{v}) <]j.
Para estos grafos, probamos las siguientes propiedades.

Proposicion 2.3.1 : Si G es j-ki-critico entonces G es conexo

Dem.: Supongamos que G no es conexo. Llamamos H a una componente conexa
tal que in(H) = in(G). Entonces siv ¢ H, in(G—{V}) = in(H), lo que implica una

contradiccion. —

Proposicion 2.3.2 : Un grafo G que es j-K,i-critico no contiene puntos de

corte

Dem.: Supongamos que un vértice v de G es punto de corte. Llamamos G; a una
componente conexa de G-{v} y G; al resto del grafo G-{v}. Como G es j-k,i-critico,
podemos k,i-colorear Gy U {v} y G, U {v} con j-1 colores. Si v tiene el mismo conjunto
de colores en coloreos con j-1 colores de G; U {V} y G, U {V}, entonces podemos
superponer estos coloreos para realizar un k,i-coloreo de G con j-1 colores, pero esto es
absurdo porque %'(G) = j. Si v no tiene el mismo grupo de colores en los coloreos de G;
U {V}y G, U {V}, renombramos los colores en uno de los dos coloreos, de forma que
v tenga el mismo grupo de colores en ambos, y, al igual que antes, generamos un

absurdo. —

Proposicion 2.3.3 : Si un grafo G es j-ki-critico, para i = 0, entonces G no

puede contener subgrafos completos que sean conjunto de corte

Dem.: Supongamos que G tiene un subgrafo completo K} que es conjunto de
corte. Igual que en la demostracion anterior, llamamos G; a una componente conexa de
G-Kpy G al resto del grafo G-K;. Como G es j-k,i-critico, podemos k,i-colorear G; U
Ky G2 U K, con j-1 colores. Como todo coloreo 6ptimo de K, es equivalente (s6lo

difieren en el nombre de los colores), podemos renombrar los colores de G, U K,,, por

13



ejemplo, de forma tal que K, tenga el mismo coloreo en G; U Ky, y G, UK,y
sobreponiendo estos dos k,0-coloreos, obtener un k,0-coloreo de G con j-1 colores. Esto

es absurdo porque %, (G) = j. -

Proposicién 2.3.4 : Si un grafo G es j-k,i-critico entonces k * 8(G) > j -k +1i

Dem.: Supongamos que existe un vértice v de G tal que d(v) < [j-k+i-1/k].
Podemos colorear G-v con j-1 colores, porque G es critico. En este coloreo, los vértices
adyacentes a v en G usan a lo sumo d(v)*k colores, o sea menos de [j-k+i-1/k] * k
colores que es menor o igual a j-k+i-1. Entonces en el coloreo de G-v hay k-i colores no
usados en los vértices adyacentes de v en G. Para colorear v en G, podemos usar i
colores utilizados por sus vértices adyacentes y k-i colores no usados por sus vértices
adyacentes. Entonces coloreo G con j -1 colores, lo que genera un absurdo. —

Seria interesante poder determinar si todo grafo G j-k,i-critico puede contener un
subgrafo completo que sea conjunto de corte, para cualquier valor de k e i. Hasta el

momento no se ha podido demostrar ni encontrar un ejemplo en donde no se cumpla.

Parak =1 e i =0, estas son propiedades conocidas de los grafos color criticos
tradicionales.

14



2.4 - Cotas del namero k.i-cromatico

En forma similar al problema clésico de coloreo de grafos vemos que un
procedimiento facil para encontrar un k,i-coloreo de un grafo G es utilizar un algoritmo
goloso: primero enumeramos los vértices de G, vj,..,v,. Vamos tomando los vértices en
este orden y coloreamos cada v; con los primeros k colores disponibles, es decir con los
enteros positivos mds pequefios tal que no compartan mds de 1 enteros (colores) con los
vértices adyacentes de v; ya coloreados. Utilizando este algoritmo, obtenemos la

siguiente cota, donde A(G) es el grado maximo de los vértices de G:

Proposicion 2.4.1 : xki(G) <k*(AG)+1)-i

Dem.: Los adyacentes de v; a lo sumo utilizan d(v;) * k colores, donde d(v;) es el
grado de vj, y para v; vamos a necesitar a lo sumo k-i colores nuevos, porque puede
compartir i con sus adyacentes. Entonces, el mayor color (entero) asignado a v; va a ser
menor o igual a k*(d(v;) + 1) - i. De esta forma, no es necesario mas de k*(A(G)+1) —1

colores para k,i-colorear G. —

Esta cota puede ser mejorada para algunos grafos particulares, la demostracion
de la siguiente proposicion la postergamos hasta tratar el nimero k,i-colorante.

Proposicion 2.4.2 : Si G no tiene una componente conexa A(G)-regular,
entonces xki(G) <k*AG)-i

Hay grafos que tienen una componente conexa A(G)-regular para los cuales esta
cota también es vélida, como por ejemplo Cy4. El teorema de Brooks caracteriza los
grafos para los cuales es valida la cota (G) < A(G): Si G es conexo y no es un completo
ni un agujero impar, entonces xki(G) < A(G). Conjeturamos una generalizacion de este

teorema, restringiendo las hipdtesis de la proposicion anterior :

Conjetura 2.4.3 : Si G es conexo y no es un completo ni un agujero impar,
entonces xki(G) < k*AG)-i

En general, esta cota superior de K*(A(G) + 1) - i colores es muy holgada y
puede ser tan mala como se quiera. Cuando coloreamos un vértice v; usando el
algoritmo goloso anterior, en lugar de k*(d(v;) + 1) - 1, s6lo necesitaremos a lo sumo

k*dgpviva..vi(vi) + (k-1) colores, donde G[vy,va,..,vi] es el subgrafo inducido de G
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generado por el conjunto de vértices {vy,vs,..,v;}. Es decir, para el cilculo de la cota
anterior no utilizamos el hecho de que el algoritmo ignora los vecinos v;j de v; con j>i,
porque ain no han sido coloreados. Esto sugiere utilizar el algoritmo eligiendo los
vértices de mayor grado al comienzo (cuando la mayoria de sus vecinos son ignorados)
y los vértices de grado menor al final. El nimero de colores necesarios para colorear v;,
serd mds chico si v; tiene grado minimo en Gy vij, €l subgrafo de G inducido por los
vértices ya coloreados mas v;. Esto genera la siguiente modificacion, que no
necesariamente implica siempre una mejora, como se podra ver en un ejemplo en las

tablas del apéndice A.

Para ordenar los vértices de G seguimos el siguiente procedimiento: elegimos v,
como uno de los vértices de grado minimo en G, v,.; como uno de los vértices de grado
minimo en G-{v,}, y asf sucesivamente, es decir v; es el vértice de grado minimo en G-
{Vj+1,...,vn} paraj =n, n-1,...,1. Este procedimiento genera un orden de los vértices
llamado “‘el mds chico al final”. Utilizando el algoritmo goloso con los vértices de G en

este orden, si llamamos 8(G) al grado minimo de los vértices de G, obtenemos la cota:

Proposicion 2.4.4 : xki(G) < k*( max {8(H)/H subgrafo inducido de G} + 1) - i

Dem.: Al colorear el vértice j, el madximo color utilizado serd menor o igual a
k*dgyv1,..vj)(vj) + k - 1, donde el primer término indica la cantidad méxima de colores
usados por los vértices adyacentes de v; ya colorados, y k - i es la cantidad maxima de
colores nuevos necesarios para colorear v;, dado que puede compartir i colores con sus
vértices adyacentes. Entonces al terminar de colorear el vértice vj, la cantidad total de
colores utilizados serd menor o igual a k * 8(G[v,Va,...,vj]) + k - i. Entonces para k,i-

colorear G, no es necesario mds de k * ( max;<j<n {&(Gyv1,.vjj)} + 1) - i colores. —

Las siguientes proposiciones muestran cotas que relacionan el ndmero k,i-

cromético de un grafo y el de su complemento.

Proposicién 2.4.5 : ,(G) + 1 (G)< k(n+1)-2*i paran>2

Dem.: Induccién en n:
Caso Base: n=3
Los grafo de 3 vértices a analizar son K3 y K3 menos un arista, ya que los otros

son complementos de estos.
1. 0 (K3) <3k - 21y 1 Ks) = k, sumando: 4k -2i que es igual a la cota.
2.0 (Ks-{e}) =2k - iy 1! Ka-{e}) = 2k - i, sumando: 4*k-2i, que es igual a la

cota.
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Paso inductivo:

Suponemos que para todo grafo G con j vértices, 3< j< n, se cumple que Y (G) +
in(a) < k(+1) - 2i, y vamos a analizar un grafo de n vértices.

Sea G, un grafo de n vértices.

Casoi. G,y Gn son ambos k,i-criticos:

Por ser k,i-criticos, k*dga(v) = % (Gy) -k +1 yk*de, (v) = x(Gn) - k + i para
todo v vértice de G,. Tomando un vértice cualquiera y sumando miembro a miembro:

k*(n-1) 2 % (G) + % (G) - 2k + 21 entonces Y (G) + 1 (G) < k*(n+1) - 2i .

Casoii. G,y Gn no son ambos criticos. Sin pérdida de generalidad supongamos
que G, no es critico. Entonces 3 v vértice de G, tal que in(Gn—V) = xki(Gn). Siempre
sucede Y (Gn) - kK +1 < 1 (Gn - {v]) < 1 (Gn).

Como las operaciones complementar y borrar un vértice de un grafo son
conmutativas, obtenemos:

A (Gy) + in(a) <1 (Gy-v) + in((}n-—{V}) + k -1 y por hipétesis inductiva
Y (Gn-v) + 1 (Go - {v) +k-1<k*n-2*i+k-i<k* (n+l) - 2 * i, obteniéndose

1 (Gn) + xki(a) <k *(Mm+1)-2*1iquees lo que se queria probar. —

Proposicién 2.4.6 : :(G) * xid (G) < [( k*(n+1)-2%i) /2 |* para n>2

Dem.: Para todo par de nimeros positivos, siempre se cumple que
(a*b)"?<(a+b)/2 reemplazando a = 1, (G) y b =1 (G), y 1 (G) + 0 (G)< k(n+1) -
2 * 1, obtenemos esta cota. —

A )
Proposicién 2.4.7 : Si in(G) =jy in(G) = j,entonces n < [i * [J

Dem.: Llamamos (j) al conjunto de los subconjuntos de k elementos que se
pueden formar del conjunto de los enteros {1,2,...,j}.

Definimos dos funciones f y g como las funciones que asignan a cada vértice de
V el conjunto de colores asignado en un coloreo éptimo de G y G respectivamente:

FiV= @u(d(G) y g V- @ G))

Llamamos h:V— @pu( }(ki( G))x Pu( )(ki( G)) ala funcién definida como
h(v) = (f(v) , g(v)). La funcién h estd bien definida ya que para todo v existe y es tnica.
La funcién h es inyectiva, porque h(v) = h(w), entonces f(v) = f(w) y g(v) = g(w), por lo

tanto v y w no pueden ser adyacentes en G y tampoco en G , entonces v =w. Luego VI
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S (G) x g (x'( G, es decir si i(G) =jy x(G) = j.n < [ﬂ*[ﬂ_

Estos resultados son generalizaciones de las cotas de coloreo, porque cuando k =

1 ei=0, tenemos el problema de coloreo tradicional, y las cotas se transforman en cotas
conocidas para ese problema.
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2.5 - Numero colorante

Erdos y Hajnal en 1966 definieron el nitmero colorante [14], col(G), como:
COI(G) = ml’npe IIn ma’lxlstn {d(Vp(j), Gp(j))} + 1,

donde II, representa todas las permutaciones de {1,2,...,n}, Gy es el subgrafo de G
inducido por los vértices Vp(i),...,Vp(), €8 decir G[vya),...,Vpil, y d(v,H) denota el grado
del vértice v en el grafo H. Extenderemos esta definicion a niimero k,i-colorante de la

siguiente forma:
col(G) = k * (minpemn MaXi<jen { d(Vp(jp Gpg)) } + 1) -
y demostraremos algunas propiedades.

El ndmero k,i-colorante satisface claramente colki(G) <k*(AG)+1)-i,yla
desigualdad xki(G) < col(G) es obtenida utilizando el algoritmo goloso de k,i-coloreo
con los vértices de G ordenados segin la permutacién que define col,(G).

Por lo visto anteriormente, como cualquier ‘orden el mas chico al final” de los

vértices de G, Vp(1),..,Vpm), €8 una permutacion de IT, obtenemos:
COlki(G) <k*#* (méxJ { 8( G-[Vp(l),..,Vp(j)] } ) + 1) -i<k* ( max { 8(H) / H;G} + 1) -i

También podemos generalizar el teorema de Halin [1967], Matula [1968], Finck
y Sachs [1969], Lick y White [1970]: col(G) = max; { &(G-[Vp(1y,-..Vp@p] }+ 1 =

max{d(H) / HCG} + 1) si Vy(),...,Vpm) €s un ‘orden el mds pequeiio al final”.

Teorema 2.5.1 :

col,(G) = k * (max; { S(G-[VpyeesVpl }) + 1) -i =k * (max { H) / HCG} + 1) - i
Si Vp(1)se-+»Vp(n) €S Un ““orden el mas pequeiio al final”

Este teorema implica que si j es el menor numero tal que G es j-degenerado, esto
es, que todo subgrafo H de G no vacio tiene un vértice de grado a lo sumo j en H,
col(G) es igual a (k * (j + 1) - 1). También el término medio del teorema muestra que es
‘facil” calcular col ki(G): entre los n! posibles 6rdenes de los vértices de G, el minimo en

la definicién de col,(G) es obtenido por un ‘orden el mds chico al final”y entre los 2"
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subgrafos inducidos de G, es posible encontrar un G’ que da el maximo valor de 3(G’)
entre s6lo los n subgrafos inducidos G[vp)l,...,G[Vp(1),Vp@2)s---»Vpm)] facilmente

obtenidos.

Utilizando esta definicion de nimero k,i-colorante, podemos mejorar una cota

hallada para el ndmero k,i-cromatico. Para eso son necesarios los siguientes lemas:

Lema 2.5.2 : col,(G) =k (A(G) + 1) - i si y sélo si G tiene una componente

conexa A(G)-regular

Dem.: Si G tiene una componente conexa G’, A(G)-regular, entonces 0(G’) =
A(G), por lo tanto max {O(H) / H c G} = A(G), y entonces, por el teorema anterior,
col(G) =k * (A(G) + 1) - i.

Si colki(G) =k * (A(G) + 1) - 1, se debe cumplir, por el teorema anterior, que max
{6(H) / H < G} = A(G). Debe existir G’ subgrafo inducido de G, tal que 3(G)) = A(G) y

entonces G’ debe ser una componente conexa A(G)-regular. —

Lema 2.5.3 : Si G no tiene una componente conexa A(G)-regular, entonces
col(G) <k * A(G) -i

Dem.: 8(H) < A(G) - 1 para todo H subgrafo inducido de G, caso contrario G
deberia tener una componente conexa A(G)-regular; entonces, por el teorema anterior,
col(G) <k * AG) - i. -

Proposicion 2.5.4 : Si G no tiene una componente conexa A(G)-regular,
entonces X(G) < k * A(G) - i

Dem.: Como G no tiene una componente conexa A(G)-regular, entonces
colki(G) <k * A(G) -1, y como in(G) < colki(G) obtenemos la cota buscada. —
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2.6 - Una formulacion del problema de K.i-coloreo como un

problema de programacion entera

Para resolver el problema de k,i-coloreo en forma exacta, planteamos una

formulacién como un problema de programacion lineal entera.
Definimos:

[1 sielcolorjes usado en algln vértice
Wj = {

L0 en caso contrario

[ 1 si vértice p es pintado con color j
Xpj = 1

L 0 si vértice p no tiene asignado color j

Para p y q vértices adyacentes:

[ 1 si los vértices p y q tienen ambos asignado el color j

Ypaj = 1
0 caso contrario
Problema:
Min X w;
sa.  Lixpj=k Cada vértice debe tener asignado k colores

Yp.ai < Xpj + Xq) /2
Ypaj = Xpj + Xqj) /2 -Y2

Y Vpqj <1 Dos vértices adyacentes no pueden

compartir mas de i colores

Xpj < W w; debe ser 1 si lo usa algtn vértice.

Xpji» Wi, ¥pai € {01} Vj,p.q
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En la prictica sélo pudimos resolver problemas de pequeiia dimensién (grafos de
hasta 12 vértices poco densos con valores de k chicos), debido a que los problemas de
programacion lineal entera en general son NP-Completos. Hemos implementado un
programa que genera la entrada con formato LP que es procesada por el paquete CPLEX
[25], en una WorkStation Sun Sparc 4, bajo UNIX(r) System V Release 4.0.
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2.7 - Complejidad del problema de Kk.i-coloreo

El problema general es NP-Completo, ya que el problema de coloreo es un caso
particular, pero no sabemos como clasificarlo para otros pares k, i fijos. Nosotros

planteamos la conjetura:

Conjetura 2.7.1 : El problema de k,i-coloreo es NP-Hard para cualquier par

de enteros k, i fijos con k > i
Para el caso particular i = k-1, podemos demostrar esta conjetura.

Teorema 2.7.2 : El problema de k,k-1-coloreo es NP-Hard

Dem.: Si A(G) denota el numero de colores utilizados por el algoritmo A cuando
es aplicado a G, en [8] Garey y Johnson muestran que si para alguna constante r <2y
constante d existe un algoritmo de tiempo polinomial A que garantice A(G) <t * %(G) +
d, entonces existe un algoritmo de tiempo polinomial A", tal que A"(G) = %(G).

Como ka'l(G) <(G) + k - 1, entonces si existe algoritmo polinomial para
calcular x,*'(G), también debe existir algoritmo polinomial para calcular y(G). Con

esto vemos que el problema de k,k-1-coloreo es NP-Hard. -
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2.8 - Heuristicas para resolver el problema de K.i-coloreo

En base a la conjetura anterior, implementamos tres heuristicas para resolver este
problema, que difieren en el orden de seleccion del proximo vértice a colorear. En la
primera no hay restriccién impuesta sobre este orden, en la segunda utilizamos los
vértices ordenados de mayor a menor grado en G, y en la tercera los vértices estan

ordenados segun un ‘orden el mas chico al final”.

Estas heuristicas intentan mejorar una solucién obtenida a través de un algoritmo

goloso particular.

La heuristica recibe como datos de entrada el grafo a colorear y los enteros k e 1,

y tres parametros:

¢ o : indica la probabilidad de no utilizacion del primer color encontrado,

permitiendo que un nuevo color sea utilizado aunque no sea necesario.

e 3 : indica que en el caso de usar otro color distinto del primero encontrado en
la lista, se comienza a buscar el segundo color vélido por el comienzo o fin de la lista de

colores (lo que significa el menos o méds recientemente utilizado)

e iter: indica la cantidad de iteraciones a realizar para tratar de encontrar un
coloreo vélido con una determinada cantidad de colores antes de informar que no es

posible encontrarlo.

El algoritmo goloso inicial es el siguiente: en una lista se guardan los colores ya
utilizados, en orden de menos a mds recientemente utilizado. Esto se hace para no
volver a analizar un color hasta que se hayan visto los otros. Se elige un vértice para
colorear, y se buscan los colores para asignarle a este vértice de la siguiente forma: se
van recorriendo los colores de esta lista y el primero védlido que se encuentra se utiliza y
se lo pasa al final de la lista. Un color es valido cuando al asignarlo al vértice que esta
siendo coloreado no sea violada la interseccién maxima de tamafio y con ningtn vértice

adyacente. De esta forma se le asignan k colores distintos a cada vértice.

Para mejorar esta solucidn, repetimos el siguiente procedimiento: formamos una
lista de colores con los colores permitidos (uno menos que los de la dltima solucién

encontrada). Al colorear un vértice, le asignamos, con probabilidad a, el primer color
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vélido encontrado en la lista de colores. Si el primer color no fue empleado, el segundo
color lo buscamos, con probabilidad 3, al comienzo de la lista (menos recientemente
utilizado), y con probabilidad 1-f al final (mas recientemente utilizado). Esto permite
utilizar un color no usado en el coloreo parcial actual sin necesidad. Si el coloreo que se
estd formando falla (no se encuentra ningtin color valido y atin no se han coloreado
todos los vértices), se borran todos los colores asignados a los vértices coloreados y se
vuelve a comenzar. Esto se hace la cantidad de veces indicada por el pardmetro iter. Si
no se encuentra un coloreo valido después de estas iteraciones, la heuristica termina e

informa que el mejor coloreo obtenido es el dltimo coloreo valido encontrado.

Calculo de la complejidad de la heuristica : La funcion PintarVertice tiene
complejidad k™*n, porque realizamos k veces el ciclo y Actualizarcolusa tiene
complejidad k*n y BuscoColor, k*n. Entonces la funcién ContruirSolucionlnicial,
como realiza el ciclo n veces, tiene complejidad k™*n?. De igual forma vemos que

ConstruirOtraSolucion también tiene complejidad k™*n”.

La dnica forma que tenemos para acotar el nimero de veces que se disminuird la
cantidad de colores necesaria es basarnos en el hecho de que el algoritmo goloso usar4, a
lo sumo, k * (max {3(H) H subgrafo inducido de G}+1) - i colores y el ndmero K,i-
cromatico siempre es mayor que k. Por lo tanto, el ciclo principal lo realizamos O(n*k)
veces. Utilizando la cota anterior, que no es buena, la complejidad de la heuristica es
O(iter*k**n*). Para un problema dado, podemos considerar el valor de k constante,

entonces la complejidad serd O(iter*n’).

25



Pseudocodigo de la heuristica:

k,i-Coloreo (grafo, K, i, alfa, beta, iterac)
LeerGrafo
menorCol = ConstruirSolucionlInicial(k,i)
Mientras encontre Coloreo hacer
it=0
Mientras it<iterac y no Encontre Coloreo hacer
cantCol = ConstruirOtraSolucion(k,i,menorCol-1,alfa,beta)
it=it+1
Fin Mientras
Si (encontre Coloreo) menorCol = cantCol
Fin Mientras
retornar menorCol y el tltimo coloreo valido encontrado

PrimerVertice (Ivertices)
v = Cabeza de lvertices
borrar v de lvertices

retornar v

Funciones para la solucion golosa:

ConstruirSolucionlInicial: Construye la solucion golosa inicial. Lvertives es
una lista con los vértices del grafo aun no coloreados, Icolores es una lista con los
colores utilizados hasta ese momento, ordenados de menos a mds recientemente usados.
Ultcol tiene el mayor color utilizado en el coloreo parcial actual hasta ese momento.

La modificacion realizada en las distintas versiones de la heuristica, es el orden

en que los vértices aparecen en lvertices.

ConstruirSolucionlInicial (k, i)
lvertices = Lista de Vertices del Grafo
lcolores = D
ultcol =0
Mientras [vertices no esta vacia hacer

verticesel = PrimerVertice(lvertices)
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ultcol = PintarVertice(verticesel k,i,ultcol,lcolores)
Fin Mientras

retornar ultcol

PintarVertice: Pinta el vértice n, colusa es el conjunto de los colores
prohibidos (incluyendo los ya utilizados por el vértice n), ultcol es el mayor color
utilizado hasta ese momento en el coloreo parcial actual, Icolores es una lista con los
colores utilizados hasta ese momento, ordenados de menos a mds recientemente usados,

usaestevetice contiene los colores que se le van asignando al vértice n.

PintarVertice (n, k, i, ultcol, lcolores)

usaestevertice = &

ady = lista de adyacentes del vértice n

Actualizar colusa (i,usaestevertice,ady)

Para j =1 hasta k
col = BuscoColor(ultcol, colusa, Icolores)
Agregar el color col en usaestevertice
Actualizar colusa (i, usaestevertice, ady)
Colorcar ultimo en [colores €l color col
Si col > ultcol entonces ultcol = col
ji=j+1

Fin Para

retornar ultcol

BuscoColor: Retorna el color permitido que hace mds tiempo que no se usa.
Colusa tiene los colores prohibidos (incluyendo los ya utilizados por el vértice n),
lcolores es una lista con los colores utilizados hasta ese momento, ordenados de menos
a mds recientemente usados, ultcol indica el tiltimo color utilizado hasta ese momento

en el coloro parcial actual.

BuscoColor (ultcol, colusa, Icolores)
col = DarPrimerColor(Icolores)
Mientras col esta en colusa y No Fin (Icolores) hacer
col = ProximoColor(Icolores)
Fin Mientras

Si (Fin(Icolores)) col = ultcol + 1
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retornar co!

Funciones para las soluciones no golosas:

ConstruirOtraSolucion: Construye una solucion no golosa utilizando
menorCol colores. Lvertices es una lista de los vértices del grafo aun no coloreados,
lcolores es una lista con los menorCol colores disponibles, que se utiliza para
manteniendo el orden en que los colores son utilizados (de menos a mds recientemente
usados).

En las distintas versiones de la heuristica, se modifica el orden de los vértices en

lvertices.

ConstruirOtraSolucion(k, i, menorCol, alfa, beta)

lvertices = Lista con los vertices del Grafo

Icolores = Lista de menorCol colores ordenados

Mientra no Vacia [vertices hacer
versel = PrimerVertice(lvertices)
ultcol = PintarVerticeOtro(versel, k,i,menorCol,lcolores,alfa,beta)
Si no se puede seguir el coloreo con menorCol colores entonces

retornar NO SE PUEDE CONTINUAR EL COLOREOQ y terminar

Fin Si

Fin Mientras

retornar ultcol

PintarVerticeOtro: Pinta el vértices n. Lcolores es una lista con los colores
disponobles (menorCol colores), ordenados de menos a mds recientemente usados,
colusa es un conjunto con los colores prohibidos para el vértice n, usaestevertice

guarda los colores ya asignados a este vértice.

PintarVerticeOtro(n, Kk, i, menorCol, Icolores, alfa, beta)
ady = Lista de vertices adyacentes a n
usaestevertice = &
Actualizar colusa (i,ady,usaestevertice)
Para j =1 hasta k
col = BuscoColorOtro(colusa,j,usaestevertice,lcolores,alfa,beta)

Si no se encontro color valido entonces
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retornar NO SE PUEDE CONTINUAR EL COLOREQO y terminar
Fin Si
Agregar col en usaestevertice
Actualizarcolusa (i,ady,usaestevertice)
Colorcar dltimo en [colores el color col
j=j+1
Fin Para

retornar co!

BuscoColorOtro: Busca color vdlido. Colusa es un conjunto con los colores
prohibidos, jindica que estamos buscando el j-ésimo color para ese vértice,
usaestevertice contine los colores asignados a este vértice, lcolores es una lista con los
colores permitidos, ordenados de a mds recientemente usados, alfa es la probabilidad
con la que decidimos si buscamos otro color vdlido o nos quedamos con el primero
encontrado, beta indica la probabilidad que este segundo color sea buscado del

principio de la lista (menos recientemente usado), o del final de la lista (mds

recientemente usado), col es el color elegido.

BuscoColorOtro (colusa, j, usaestevertice, Icolores,alfa, beta)
col = DarPrimerColor(Icolores)

Mientras (col € colusa O col € usaestevertice) Y No Fin(lcolores) hacer
col = DarProximoColor(Icolores)
Fin Mientras

Si Fin(lcolores) entonces
retornar NO SE PUEDE CONTINUAR EL COLOREO y terminar
Fin Si
Si random(100) < alfa entonces
Si random(100) < beta entonces
Si No Fin(Icolores) entonces
otrocol = DarProximoColor(Icolores)
Mientras (otrocole colusa O otrocol € usaestevertice) Y
No Fin(lcolores) hacer

otrocol = DarProximoColor(Icolores)
Fin Mientras
Fin Si

Si Fin(Icolores) otrocol :=0
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Sino

otrocol = DarUltimoColor(Ilcolores)

Mientras (otrocole colusa O otrocol € usaestevertice) Y
No Prim(Icolores) hacer

otrocol = DarAnteriorColor(Icolores)

Fin Mientras

Si Prim(lcolores) entonces otrocol := 0
Fin Si
Si otrocol # 0 entonces col := otrocol

retornar co!
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Resultados computacionales :

Las heuristicas fueron codificadas en Borland C++ Version 3.1 y corridas en una
PC Pentium de 166 MHz.

Para analizar la eficiencia de las heuristicas desarrolladas y optimizar los valores
de los pardmetros o y B sobre grafos de distintos tamarios y densidades, se corrieron
estas heuristicas sobre grafos generados al azar, con densidades de cantidad de aristas de
100%, 80%, 60%, 40% y 20%, en grafos de 7,9, 12, 15, 30, 50, 80,100 y 150 vértices,
efectuando 500 iteraciones en cada corrida. También se analizaron las heuristicas sobre
grafos bipartitos, aprovechando que para estos grafos es posible calcular el valor del

nimero k,i-cromético. Los resultados se muestran en las tablas del apéndice A.

En la tablas se puede observar que con la heuristica utilizando el ‘orden el mas
chico al final”, en un gran nimero de casos obtuvimos mejores resultado que para las
otras versiones, aunque se pueden encontrar ejemplos donde esto no es asi, como en el
grafo g50-2.dat de 50 vértices y con densidad de aristas del 80%. Para la mayoria de los

grafos, los mejores resultado se obtuvieron con valores de ow de 80% y de B de 40%.

En las tablas también se muestran los resultados obtenidos con estos valores de o
y B, (80% y 40% respectivamente), utilizando el ‘orden el mas chico al final”y
efectuando 2000 iteraciones en cada corrida de la heuristica, a este valor lo llamamos
H(G). Los valores 6ptimos del nimero k,i-cromético sélo pudieron ser obtenidos para
los grafos mds pequenos, con valores de k e i chicos. Para la mayoria de los casos, s6lo
podemos comparar los resultados de las distintas versiones de la heuristica.

Los valores de las cotas demostradas anteriormente son mucho mayores que los
resultados obtenidos por las heuristicas. En los grafos menos densos este valor es por lo
menos 3 veces mayor que el encontrado, y en los mas densos llegan a ser 50 veces

mayor.
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2.9 - Indice k.i-cromético

De forma andloga al nimero k,i-cromético, podemos definir el indice k,i-
cromdtico de un grafo G, x''(G), como la menor cantidad de colores necesaria para
asignar k colores a cada arista de G de forma tal que dos aristas que inciden sobre un

mismo vértice no compartan mas de i colores.

Similarmente a lo que sucede en coloreo, '«(G) de un grafo G es igual a
in(L(G)), donde L(G) es el grafo de lineas de G, definido como: el conjunto de los
vértices de L(G) es el conjunto de aristas de G, y dos vértices son adyacentes en L(G) si
las aristas que representan en G inciden sobre un mismo vértice. Entonces el k,i-coloreo

de aristas es equivalente al k,i-coloreo de vértices de un grafo de lineas.

La cota obvia para el problema tradicional (k=1 e i=0), ¥' (G A (G), no se
puede generalizar para el nuevo problema. Esta cota equivaldria a saber k,i-colorear los
vértices de un grafo completo. S6lo para i = 0, podemos obtener que x'kO(G) > A(G) * k.
El problema para i = 0, puede ser visto como el problema tradicional de coloreo de
aristas de multigrafos de multiplicidad k, porque si cada arista la duplicamos k-1 veces,
k,0-colorear las aristas del grafo original es similar a colorear las aristas del nuevo grafo.

Para los grafos bipartitos podemos calcular exactamente el valor de %'k (G).

Teorema 2.9.1 : Si G es un grafo bipartito, entonces x'kO(G) =k * A(G)

Dem.: Las aristas de un gafo bipartito pueden ser particionadas en A(G)
matchings. Como las aristas de un mismo matching pueden estar pintadas con el mismo
conjunto de colores, si asignamos a cada matching k colores distintos para colorear sus
aristas, obtenemos un k,i-coloreo vélido de las aristas de G, y entonces 'k (G) <k *
AG) . -
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Capitulo III : Variaciones y generalizaciones del

problema de los grafos perfectos

3.1 - Grafos perfectos

Un grafo G se dice x-perfecto si todo subgrafo inducido H de G tiene la
propiedad que ¥ (H) = ox(H). Este concepto fue introducido por C. Berge al comienzo de
la decada del 60 [1], y se convirtié en uno de los temas mas estudiados de teoria de

grafos.

Berge también introdujo otra nocién de perfeccion, usando los pardmetros de
recubrimiento en cliques y nimero independiente, y cuantificando sobre todos los
subgrafos inducidos. Un grafo G es o-perfecto si para todo subgrafo inducido H de G,
o(H) = 6(H). Mas tarde Lovasz muestra que esta definicion es equivalente a la primera,
llamandolos grafos perfectos, resultado conocido como el teorema de Grafos Perfectos:

‘G es perfecto si y s6lo si s u complemento es perfecto”, conjeturado por Berge.

Los grafos perfectos forman una amplia familia para los cuales existen
algoritmos polinomiales para calcular el nimero cromatico y el conjunto independiente

maximo. Para los grafos en general estos problemas son NP-Completos.

En el estudio de los grafos perfectos, la estructura y reconocimiento de estos
grafos son dos metas fundamentales. En un intento por capturar la estructura de estos
grafos y encontrar una buena caracterizacion ha surgido la siguiente conjetura, propuesta
por Berge y que ain no ha sido probada: ‘G es perfecto si y s6lo si ni G ni su
complemento contienen como subgrafos inducidos agujeros impares” [1]. La ida de esta
conjetura es facil de chequear, pero la vuelta es un problema abierto y es conocido como
la Conjetura Fuerte de Grafos Perfectos (CFGP). La demostracion de esta conjetura
permitiria una simple caracterizacion de los grafos perfectos. Para su estudio se han
producido bdsicamente dos direcciones, no completamente separadas. Una estudia la
estructura de los grafos criticamente imperfectos, que son grafos no perfectos pero que
todo subgrafo inducido propio es perfecto, y la otra prueba la conjetura con alguna
hipdtesis adicional. A pesar del esfuerzo realizado hasta este momento, s6lo ha sido

probada para algunas clases especiales de grafos, como por ejemplo grafos
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arcocirculares, sin Ky, sin K4-{e}, planares, sin K, 3, 3-crométicos, con grado maximo a

lo sumo 6.

Por otro lado, el reconocimiento de grafos perfectos se ha mostrado que estd en

co-NP, aunque no se sabe si el problema es tratable o intratable [14].

Algunas clases de grafos que son perfectos: grafos bipartitos, grafos lineas de
bipartitos, de comparabilidad, triangulados, de intervalo, de permutacion, split, de

Meyniel.
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3.2 - Grafos k.i-perfectos

Utilizando la nueva definicién de nimero k,i-cromadtico, generalizaremos el

problema de grafos perfectos.

Dados dos enteros k > 1 > 0, definimos el nimero k,i-clique de un grafo G,
(Dki(G), como el ndmero k,i-cromdtico de una clique maxima de G, (Dki(G) = xki(C),

donde C es una clique méxima de G.

A un grafo G lo llamamos k,i-perfecto si y solo si para todo subgrafo inducido H
de G, in(H) = (oki(H). El caso i = k no tiene interés, porque todos los grafos son k k-
perfectos. Claramente, los grafos completos son k,i-perfectos para todo par k, i.Como el
nimero 1,0-cromético coincide con el niimero cromadtico y el ndmero 1,0-clique con el
numero clique, los grafos perfectos coinciden con los 1,0-perfectos, y el siguiente

teorema nos da un resultado mds general.

Teorema 3.2.1 : Si G es perfecto, entonces G es k,i-perfecto para todo par de

enteros positivos k, i

Dem.: Para k,i-colorear una clique mdxima de H, necesitamos (Dki(H). Como
x(H) = o(H), todos los colores de un coloreo 6ptimo C, aparecen en un vértice de toda
clique méxima. Entonces al k,i-colorear una clique maxima, estamos asignando k
colores a cada color ¢ de C. Estos k colores pueden ser asignados a todos los vértices
que tenian el color original ¢ en C. De esta forma vemos que si y(H) = ®(H), entonces
xki(H) = 0)ki(H). Como G es perfecto, para todo H subgrafo inducido de G, x(H) = w(H),
y entonces ¥ (H) = o (H) para todo H subgrafo inducido de G. —

Para pares de enteros k, 1, existen grafos k,i-perfectos que no son perfectos, por

ejemplo Cs es 2,1-perfecto pero no es perfecto y el grafo G es 3,1-perfecto y no perfecto.
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{1.2} {1,2,3}

(1.3} {1.3} (1.4,5} {1,4,5}
{1.2} {3.2} {1.2,3} {3.5.6}
Cs G
%(Cs) =3 - (Cs) =2 x(G)=4-w(G)=3
%2'(Cs) =3 - ,'(Cs) =3 %:'(G)=6-%'(G)=6

Plantearemos una conjetura que intenta caracterizar los grafos k,0-perfectos a

partir de subgrafos prohibidos, para eso es necesario el siguiente lema.

Lema 3.2.2 : Para todo entero k>0, los agujeros impares y sus complementos
no son k,0-perfecto

Dem.: Para los agujeros impares, (DkO(Cz*jH) =2*kyy kO(Cz*jH) > 2 * k, porque
si fuera 2 * k, si llamamos vy,...,v2+41 al agujero, y 1 ak alos colores de vy,
necesariamente deberiamos pintar los vértices pares con los colores 1 a k y los impares
con los colores k+1 a 2*k, pero los vértices v y va+,1 no pueden estar pintados con los

mismos colores.

Para los complementos de los agujeros impares, 0 (C2+j+1) =k *jy
XkO(Cz +j+1) >k * J, porque los vértices impares del circuito, vi,v3,..,V2+.1, forman una
clique méxima en Cz+j+1, y si el nimero k,0-cromatico fuese k * j, tendriamos que
colorear al vértice v; por ejemplo con los colores 1 a k, al v3 con los colores k+1 a 2*k,
y asi todos los vértices de esta clique mdxima, v,+.; tendria asignado los colores (j-1)*k
hasta el j*k. El vértice v,+j,1, como es adyacente a todos los vértices menos al v,
deberia tener los colores 1 a k, entonces el v, debera tener los colores k+1 hasta 2*k, y
asi sucesivamente hasta el v,j.», que debera tener los colores (j-1)*k hasta el j*k. S6lo
falta colorear el vértice v,+, pero todos los colores ya estdn asignados a algtin vértice

adyacente a v,+j, entonces no podemos colorear este vértice. —

Conjetura 3.2.3 : Un grafo G es k,0-perfecto para algin k>2 si y sélo si G es

perfecto
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La ida de esta conjetura es facil de ver. Si % (G) = ®(G), entonces xko(H) = (DkO(G)
y entonces los grafos perfectos son k,0-perfectos para todo k. Podriamos demostrar la
vuelta si fuera verdad la Conjetura Fuerte de Grafos Perfectos. Si G es k,0-perfecto pero
no es perfecto y valiese la CFGP, G debe tener como subgrafo inducido a un agujero
impar o su complemento, pero por el lema anterior, estos grafos no son k,0-perfectos

para todo k, generando un absurdo.
Podemos re-escribir esta conjetura como:

Conjetura 3.2.4 : Un grafo G es j,0-perfecto para algin entero positivo j siy

solo si es k,0-perfecto para todo entero k >0

Utilizando esto, generalizamos la CFGP, intentando caracterizar los grafos k,0-
perfectos a partir de subgrafos prohibidos.

Conjetura 3.2.5 : G es k,0-perfecto para algiin k>0 (o para todo k>0) si y

s6lo si G no contiene como subgrafos inducidos agujeros impares ni sus

complementos
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3.3 - Grafos B-perfectos

Gasparian, Markosian y Reed [19] definieron B(G) = max {3(H) / H es subgrafo
inducido de G} + 1, y llamaron a un grafo G B-perfecto si y s6lo si para todo H,
subgrafo inducido de G, B(H) = y(H). Los mismos autores demostraron cierto

paralelismo entre estos grafos y los grafos perfectos.

El reconocimiento de grafos B-perfectos estd en CO-NP [19], y es un problema
abierto. Es de interés determinar exactamente cuales grafos son [-perfectos, disefiar
algoritmos polinomiales para su reconocimiento o demostrar la NP-completitud del

problema, y caracterizar estos grafos en términos de subgrafos inducidos prohibidos.
Algunas propiedades de los grafos B-perfectos son [19] [12]:

Propiedad 3.3.1 : B(G) > %(G) para todo grafo G; utilizando el algoritmo goloso

para coloreo de vértices con los vértices de G ordenados seguin un orden el més pequefio

al final, obtenemos esta cota para la cantidad de colores utilizados.

Propiedad 3.3.2 : Un grafo G es perfecto y B-perfecto si y sé6lo si es triangulado.

Propiedad 3.3.3 : Todo grafo B-perfecto no contiene como subgrafo inducidos

agujeros pares, porque B(Ca«j) =3y x(Cosj) = 2.

Propiedad 3.3.4 : Algunos grafos sin agujeros pares no son f-perfectos, como

por ejemplo:

BH)=6 - x(H)=5 B(G)=4 - x(G)=3
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Propiedad 3.3.5 : Un grafo G puede ser perfecto y su complemento no serlo,

como por ejemplo Cy.

Propiedad 3.3.6 : un grafo G y su complemento son ambos B-perfectos si y s6lo

si ni G ni G contienen como subgrafos inducidos agujeros pares. Esto es una analogia
con la conjetura de Berge.

Propiedad 3.3.7 : Si G es un grafo en el cual todo ciclo impar de més de 3

vértices contiene al menos 2 cuerdas, entonces g es 3-perfecto.

Propiedad 3.3.8 : Si G no contiene como subgrafos inducidos agujeros pares,

diamantes (K4-e) ni copas (agujero de 6 vértices con exactamente una cuerda corta)

entonces G es B-perfecto.

G se dice minimamente B-imperfecto si G no es B-perfecto y todo subgrafo

inducido propio de G es B-perfecto.

Propiedad 3.3.9 : Si G es minimamente 3-imperfecto contiene un vértice

simplicial.

Propiedad 3.3.10 : Si G es minimamente 3-imperfecto sin agujeros pares, no

contiene vértices de grado menor o igual a 2.

En [12] se presenta una conjetura que intenta definir una nueva clase de grafos
B-perfectos. Aqui veremos que esta conjetura es falsa y enunciaremos algunas

propiedades que surgieron de su estudio.

Herrera de Figueiredo y Vuskovic conjeturan [12]: Si G no contiene como
subgrafos inducidos agujeros pares ni diamantes entonces G es -perfecto. Con el
siguiente grafo vemos que esta conjetura es falsa. G no contiene agujeros pares ni
diamantes, pero B(G) =4y x(G) = 3.
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Proposicién 3.3.11 : B(G) -1 < B(G-{v}) < B(G) para todo vértice vde G

Dem.: Si H es subgrafo de G, entonces B(H) < B(G).

Sea B(G) = k, y suponemos que B(G-{v}) =k-2.

Si existe H subgrafo inducido de G tal que d(H) =k-1y v ¢ H, entonces como H
también es subgrafo inducido de G-{v}, B(G-{v}) = B(G).

Si v € H, para todo subgrafo inducido H de G tal que d(H) = k-1, si existe u # v
de grado minimo, entonces el grado de u en H-{v} es a lo sumo uno menos que el grado
en H, entonces B(G-{v})>k-1.

Si v es el unico vértice de grado minimo en H, 8(H) < d(H-{v}), pero como H
define B(G), no puede otro subgrafo de G tener menor grado minimo, entonces d(H) =
O(H-{v}). Pero esto es absurdo, porque supusimos que para todo T que definia B(G),

veT. -

Proposiciéon 3.3.12 : Si G es minimamente B-imperfecto, entonces:
*B(G) =38(G) +1
* X%(G) = 8(G)
* 4(G-{v}) =x(G) para todo v vértice de G
* B(G) = B(G-{v}) + 1 para todo v vértice de G

Dem.: G minimamente 3-imperfecto. Entonces:

X(G-{v}) <x(G) < B(G) < B(G-{v}) + 1, pero B(G-{v}) = x(G-{v}), porque G-
{v} es B-perfecto. Entonces, para cumplirse el <, los < deben ser igualdades: x(G-{v}) =

X(G) <B(G) =P(G-{v}) +1
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Como B(G) < B(H) para todo H subgrafo inducido de G (porque B(G) = B(G-v})
+ 1), entonces a B(G) lo debe definir el grado minimo de G, B(G) = 3(G) + 1. -

Proposicion 3.3.13 : Si para todo H subgrafo inducido de G, existe vértice v

tal que x(H) > x(H-{v}), entonces G es B-perfecto

Dem.: G es B-perfecto si no existe H subgrafo inducido de G, tal que H es
minimamente B-imperfecto. Si existe v perteneciente a H tal que x(H) > x(H-{v}),

entonces H no puede ser B-imperfecto. —

41



Capitulo IV : Conclusiones y posibles extensiones

En este trabajo se definié una nueva generalizacién del problema de coloreo de
grafos, problema de k,i-coloreo, que surgid a partir de la necesidad de modelar
problemas reales. Se estudiaron sus propiedades, se demostré la NP-Completitud del
problema para un caso particular de valores de i, y también se propusieron heuristicas
para resolver este problema.

La heuristica que mostré mejor compartamiento es la que ordena los vértices
para ser coloreados con orden el mas chico al final. Los valores de los pardmetros que
optimizaron los resultados son a = 80% y = 40%. Los resultados obtenidos por las
heuristicas son cercanos a las cotas calculadas, teniendo en cuenta que en los grafos de
mayor tamafio estas cotas empeoran notablemente, en muchos de los casos se encontrd
el valor 6ptimo. No se manifesté diferencia en el comportamiento de las heuristicas para
las distintas densidades de aristas de los grafos. Al aumentar la cantidad de iteraciones

de 500 a 2000 no se notaron mejorias significativas.

En base a esta nueva definicion, se presentd también una generalizacion del

problema de los grafos perfectos.

El trabajo comenzado en esta tesis puede ser continuado analizando la NP-
Completitud para el problema de k,i-coloreo en general y la generalizacion del teorema
de Brooks. También es interesante determinar cuales grafos son k,i-perfectos para
valores dados de k e i, disefiar un algoritmo polinomial para su reconocimiento o
demostrar su NP-Completitud y caracterizar estos grafos en terminos de subgrafos

prohibidos.

Otro trabajo posible es analizar la implementacion de un algoritmo tipo branch
and cut para resolver el problema de k,i-coloreo en forma exacta o conseguir buenas

cotas para instancias de mayor dimension,
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chico al final”y efectuando 2000 iteraciones en cada corrida de la heuristica. Las cotas

Apéndice A:

H(G) es el valor obtenido para oo = 80% y B = 40%, utilizando el “orden el mds

del nimero k,i-cromadtico se obtuvieron para los grafos de 7 y 9 vértices y par gl2-5.dat

utilizando el modelo de programacion entera. Para el resto de los grafos se acoté

utilizando el hecho de que incluyen un K, y Kj en el caso de los completos.

Grafos de 7 vértices:

G =g7-1.dat - densidad=100% - k=8 - i=3 - x°(G)>15- H(G) =18

Sin orden en los vértices:

De mayor a menor grado:

El mas chico al final:

Sol. Greedy: 19 Sol Greedy: 19 Sol Greedy: 19

B [0 | 20|40 [60 [80 100 B f0 [20 [40 |60 |80 [100 Bafo |20 [40 |60 |80 |100
0o |19 |19 |19 |18 |18 |19 0 [19]19 |19 [19 [18 |19 0 [19 |19 [19 |19 [18 [19
20 (19 |19 {19 {19 |18 |18 20 19 {19 |19 [18 |18 |18 20 19 |19 [18 |19 |18 [18
40 [[19 |19 |19 |19 [18 |19 40 [[19 {19 |19 |19 |19 |18 40 19 |19 {19 [19 |18 |19
60 19 |19 {19 {19 |19 |18 60 19 {19 [19 |19 |18 |18 60 19 |19 [19 |19 |19 [19
80 19 |19 |19 {19 |19 |19 80 (19 [19 [19 [19 |19 |19 80 (19 {19 [19 |19 [19 [19
10019 [19 [19 [19 |19 |19 10019 [19 |19 |19 [19 |19 10019 [19 |19 [19 [19 |19
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G =g7-2.dat - densidad =80% - k=5 - i=3-x53(G)=8-H(G)=8

Sin orden en los vértices:

De mayor a menor grado:

El mas chico al final:

Sol. Greedy: 9 Sol Greedy: 8 Sol. Greedy: 9

B flo |20 [40 |60 |80 100 B0 |20 [40 |60 [80 100 B0 [20 [40 |60 |80 | 100
o [lo |8 |8 [8 [8 |9 o I8 [8 [8 |8 |8 |8 o [lo [8 [8 [8 |8 |9

20 o [8 |8 |8 |8 |8 20 I8 [8 [8 |8 |8 |8 20 [lo [8 (8 [8 |8 |8

40 [lo |8 |8 [8 [8 |8 40 |8 [8 [8 |8 |8 |8 40 flo |8 |8 [8 |[8 |8

6 [lo [8 |8 |8 |8 |8 60 [[8 [8 [8 |8 |8 |8 60 [lo [8 [8 [8 |8 |8

80 o [8 |8 |8 |8 |8 8 (18 |8 [8 [8 [8 |8 80 o [8 [8 |8 |8 |8

oo |8 |8 [8 [8 |9 ofs |8 |8 |8 |8 |8 1ofo |8 |8 [8 [8 |9

G = g7-3.dat -densidad =60% - k=10 - i=3-%1,°(G)>19 - H(G) = 22

Sin orden en los vértices:

Sol. Greedy: 25

De mayor a menor grado:

Sol. Greedy: 24

El mas chico al final:

Sol. Greedy: 22

B\a || O 20 |40 [60 |80 | 100 B\ |O |20 [40 |60 |80 | 100 B\a || O 20 |40 |60 [80 [ 100
0 25 |25 |24 (23 |23 (25 0 24 (24 |22 |22 |22 |24 0 22 122 |22 (22 |22 |22
20 |25 |25 (24 |22 |23 |23 20 (24 (24 |22 |22 (22 |22 20 [122 |22 |22 |22 |22 (22
40 125 [25 |24 |24 [23 |22 40 (124 (24 |22 |22 |22 |22 40 122 |22 (22 [22 |22 |22
60 (125 |25 |25 (24 |24 |23 60 124 |24 (24 (22 (22 |22 60 122 |22 |22 |22 |22 (22
80 125 |25 [25 |25 |25 |24 80 |[24 |24 |24 |24 |23 (22 80 |22 |22 |22 (22 (22 |22
1001125 |25 [25 |25 |25 |25 100 [[24 (24 |24 |24 (24 |24 1001122 (22 [22 |22 |22 |22

G =g7-4.dat - densidad = 40%

k=11 -i=7-%x1(G)=15-H(G) =15
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Sin orden en los vértices:

Sol. Greedy: 18

De mayor a menor grado:

Sol. Greedy: 15

El mas chico al final:

Sol. Greedy: 15

B\a (O 20 [40 [60 |80 | 100 B\ [[O |20 |40 [60 (80 | 100 B\a || O 20 [40 |60 |80 |100
0 18 [16 [15 |15 |15 |15 0 15 [15 |15 (15 |15 [15 0 15 |15 [15 |15 |15 |15
20 |18 |15 (15 |15 |15 |15 20 ||15 |15 (15 |15 |15 |15 20 |15 |15 |15 |15 |15 |15
40 (18 [16 |15 |15 (15 [15 40 |15 (15 |15 [15 |15 [15 40 (15 [15 |15 |15 |15 |15
60 |18 |16 (15 |15 |15 |15 60 |15 |15 (15 |15 |15 |15 60 |15 |15 |15 |15 |15 (15
80 (118 |16 |16 [16 |16 |15 80 ||15 |15 |15 |15 |15 |15 80 ||15 |15 |15 (15 |15 |15
100118 |16 |16 |16 |16 |17 100 )| 15 [ 15 |15 |15 |15 |15 100\ 15 (15 |15 |15 |15 |15

G = g7-5.dat - densidad =20% - k=15 - i=5 - 315°(G) = 25 - H(G) = 25

Sin orden en los vértices:

Sol. Greedy: 25

De mayor a menor grado:

Sol. Greedy: 25

El mas chico al final:

Sol. Greedy: 25

B\a || O 20 |40 [60 |80 | 100 B\ |O |20 (40 |60 |80 | 100 B\a || O 20 |40 |60 [80 [ 100
0 25 |25 [25 [25 |25 (25 0 25 (25 |25 |25 |25 |25 0 25 |25 [25 (25 [25 |25
20 125 |25 |25 [25 |25 |25 20 (25 |25 [25 |25 [25 |25 20 (25 |25 [25 |25 |25 |25
40 [125 [25 |25 |25 [25 |25 40 [125 [25 |25 |25 |25 |25 40 125 (25 [25 [25 |25 |25
60 (125 |25 |25 [25 |25 |25 60 25 |25 [25 |25 [25 |25 60 (25 |25 [25 |25 |25 |25
80 |25 |25 [25 |25 |25 |25 80 |[25 |25 |25 |25 |25 (25 80 |[25 |25 |25 |25 |25 |25
100 (25 |25 |25 (25 [25 |25 100 |[25 [25 |25 [25 |25 (25 100 |25 |25 [25 |25 |25 |25
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Grafos de 9 vértices:

G =g9-1.dat - densidad =100% - k=7- i=2-y(G)=15-H(G) =20

Sin orden en los vértices:

Sol. Greedy:21

De mayor a menor grado:
Sol. Greedy: 21

El mas chico al final:

Sol. Greedy: 21

B [0 | 20|40 [60 [80 100 B f0 |20 [40 |60 |80 [100 B fo |20 [40 |60 |80 |100
0 21 |21 |21 (21 |21 |21 0 21 |21 |21 (21 |20 (21 0 21 121 |21 |21 |21 |21
20 121 |21 |21 |21 |21 |21 20 [l21 {21 |21 |21 [20 |21 20 [121 |21 |21 |20 |20 |20
40 |21 |21 |21 |21 |21 |21 40 (21 |21 (21 |21 |21 |21 40 (21 |21 |21 [21 (21 |20
60 [21 |21 |21 |21 |21 |21 60 [21 |21 |21 [21 |21 |21 60 [l21 |21 |21 |21 |21 |20
80 121 |21 [21 |21 |21 (|21 80 |21 [21 |21 |21 (21 |21 80 |21 |21 |21 |21 |21 |21
10021 |21 |21 |21 |21 |21 10021 21 |21 |21 |21 |21 10021 [21 |21 [21 |21 |21
G =g9-2.dat - densidad =80% - k=8- i=6-%(G)=10-H(G) =11
Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado:  El mds chico al final:
Sol. Greedy: 12 Sol. Greedy: 12 Sol. Greedy: 12
B [0 |20 (40 [60 [80 100 B f0 [20 [40 |60 |80 [100 Bafo |20 [40 |60 |80 |100
0 12 |11 11 (11 |11 |12 0 12 |11 |11 |11 |11 [12 0 12 |11 |11 |11 (11 |12
20 12 |1 | | | | 20 (12 {11 {11 [ 11| 20 (12 |1 fon | [
40 |12 |11 11 (11 |11 |11 40 (12 j11 (11 J11 |11 |11 40 (12 |11 (11 (11 [11 |11
60 12 |11 {1 {1 |1n |11 60 12 |11 |11 {11 [11 |11 60 12 |11 [ |11 |1r |11
80 |12 |11 |11 |11 |11 |11 80 (|12 [ 11 |11 |11 (11 |11 80 |12 (11 |11 |11 |11 |11
woflrz (1 [ [ |1 |12 off12 [11 |1 |1 [11 |12 100ff12 [ {1 [11 |11 |12
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G =g9-3.dat - densidad =60% - k=10-i=2-%(G)=>18-H(G) =28

Sin orden en los vértices:
Sol. Greedy: 30

De mayor a menor grado:

Sol. Greedy: 30

El mas chico al final:
Sol. Greedy: 30

B\a || O 20 |40 [60 |80 | 100 B\ |O |20 (40 |60 |80 | 100 B\a || O 20 |40 |60 |80 [ 100
0 30 |30 (29 (28 |29 (30 0 30 {30 |29 |29 |30 |30 0 30 (29 |28 |28 |28 (28
20 130 |30 (30 |29 [29 |29 20 [130 |30 (29 (29 [29 |29 20 |130 |29 |28 [28 |28 |28
40 130 (30 |30 [30 [29 |29 40 (130 {30 |30 |29 |29 |29 40 (130 |30 |28 |28 |28 [28
60 (130 |30 |30 (30 [29 |29 60 30 |30 [30 |30 (29 |29 60 (30 [30 |29 |28 [28 |28
80 130 |30 (30 |30 [30 |30 80 |30 |30 |30 |30 [30 (29 80 |[30 |30 (30 |30 |29 |29
100 }130 |30 (30 |30 [30 |30 1001130 [30 (30 {30 (30 |30 100130 |30 |30 (30 (30 |30

G =g9%-4.dat -

Sin orden en los vértices:
Sol. Greedy:18

densidad =40% - k=6 - i=1 -x(G)=211- H(G) =18

De mayor a menor grado:
Sol. Greedy: 18

El mas chico al final:
Sol. Greedy: 18

B\a (O 20 [40 [60 |80 | 100 B\ [[O |20 |40 [60 (80 | 100 B\a || O 20 [40 |60 |80 |100
0 18 |18 (18 |18 |18 |18 0 18 |18 |18 |18 |18 |18 0 18 |18 |18 [18 (18 |18
20 |18 |18 (18 |18 |18 |18 20 |18 |18 (18 (18 (18 |18 20 |18 |18 |18 |18 |18 |18
40 (118 (18 |18 |18 [18 |18 40 (|18 (18 |18 |18 |18 |18 40 (118 (18 (18 [18 |18 |18
60 |18 |18 (18 |18 |18 |18 60 |18 |18 (18 (18 |18 |18 60 |18 |18 |18 |18 |18 |18
80 |18 |18 (18 |18 |18 |18 80 (18 |18 |18 |18 |18 |18 80 |18 |18 |18 |18 |18 [ 18
100|118 |18 |18 |18 |18 |18 100|118 [ 18 (18 |18 |18 |18 10018 (18 |18 |18 |18 |18
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G =g9-5.dat - densidad =20% - k=9-i=6-%(G)=12-H(G)=12

Sin orden en los vértices:

Sol. Greedy: 12

De mayor a menor grado:
Sol. Greedy:12

El mas chico al final:

Sol. Greedy: 12

B\a [ O 20 [40 [60 |80 | 100 B\ [[O |20 |40 [60 (80 | 100 B\a || O 20 [40 |60 |80 |100
0 12 |12 (12 |12 |12 (12 0 12 |12 |12 |12 |12 (12 0 12 |12 |12 (12 (12 |12
20 112 |12 (12 |12 [12 |12 20 112 |12 (12 |12 |12 |12 20 112 |12 |12 |12 |12 |12
40 |12 (12 |12 |12 |12 |12 40 (112 (12 |12 |12 |12 |12 40 112 (12 (12 [12 |12 |12
60 |12 |12 (12 |12 [12 |12 60 |12 [12 (12 |12 |12 |12 60 |12 |12 |12 |12 |12 |12
80 (12 (12 |12 |12 [12 |12 80 (112 |12 |12 (12 |12 |12 80 (12 |12 |12 (12 |12 |12
100112 |12 (12 |12 [12 |12 100112 [ 12 (12 |12 |12 |12 100112 (12 |12 |12 |12 |12

G =gl2-1.dat - densidad =100% - k=10- i=8

Grafos de 12 vértices:

Sin orden en los vértices:

Sol. Greedy: 16

De mayor a menor grado:
Sol. Greedy: 16

-x(G)=12-H(G) =13

El mas chico al final:
Sol. Greedy:16

B\a || O 20 |40 [60 |80 | 100 B\ |O |20 (40 |60 |80 | 100 B\a || O 20 |40 |60 [80 [ 100
0 15 |13 (13 |13 |13 (16 0 15 113 |13 |13 |13 |16 0 15 |13 |13 (13 (13 |16
20 15 |13 (13 |13 |13 |13 20 |15 |13 (13 (13 |13 |13 20 |15 |13 |13 |13 |13 |13
40 |15 (13 |13 |13 (13 |13 40 (|15 {13 |13 |13 |13 |13 40 (|15 (13 (13 [13 |13 |13
60 (115 |13 |13 (13 |13 |13 60 (15 |13 |13 |13 |13 |13 60 (15 |13 (13 |13 |13 [13
80 |15 |13 (13 |13 |13 |13 80 (15 |13 |13 |13 |13 |13 80 |15 |13 |13 |13 |13 |13
10015 |13 |13 (13 [13 |16 100 ff15 [ 13 |13 [13 |13 [16 100 ff15 [ 13 [13 |13 |13 |16
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G =gl2-2.dat - densidad=80% - k=9- i=6-%(G)=>12-H(G) =14

Sin orden en los vértices:

Sol. Greedy: 21

De mayor a menor grado:
Sol. Greedy: 18

El mas chico al final:

Sol. Greedy: 19

B0 | 20 [40 |60 |80 [100 B0 |20 |40 |60 |80 | 100 B [0 [20 [40 [60 |80 | 100
0 16 14 |14 |14 |14 |18 0 15114 (14 (14 [14 |18 0 16 14 (14 |14 |14 |18
20 16 |14 |14 [14 [14 |14 20 (15 [14 14 |14 |14 |14 20 |16 14 |14 [14 |14 |14
40 16 14 |14 |14 |14 |14 40 15114 (14 (14 (14 |14 40 16 14 (14 |14 (14 | 14
60 16 |14 |14 [14 [14 |14 60 [15 |14 |14 |14 |14 |14 60 |16 |14 |14 [14 |14 |14
80 16 14 |14 |14 |14 |14 80 15114 (14 (14 (14 |14 80 16 14 (14 |14 (14 | 14
10016 |15 |14 |14 |14 |17 10015 |15 |14 |14 |14 |16 100 [[16 |14 |14 |14 |14 |17
G =gl2-3.dat - densidad =60% - k=11 - i=7-y%(G)=>215-H(G) =17
Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado: El mas chico al final:
Sol. Greedy: 19 Sol. Greedy: 19 Sol. Greedy: 19
B |0 | 20 [40 |60 |80 |[100 B0 |20 |40 |60 |80 | 100 B0 |20 |40 |60 [80 |100
0o [19 |17 |18 |17 |17 |19 0o f19 18 [18 |17 |17 |19 0o {19 {17 [17 |17 [18 |19
20 19 {18 |18 [18 |17 |17 20 f(19 [18 |18 |17 |17 |17 20 19 |18 [17 |17 |17 |17
40 19 |17 |17 |17 |17 |17 40 [l19 |18 |18 [17 |17 |17 40 (|19 |17 |17 |17 |17 |17
60 19 |17 |18 [18 |18 |17 60 [19 [18 [17 |18 |17 |18 60 19 |18 [18 |17 [17 |17
80 19 |18 |18 [18 [18 |17 80 [[19 [18 |18 |18 [17 |17 80 [[19 [18 |18 [17 |17 |17
100]19 |19 |18 |18 |18 |19 100]19 |19 [19 |18 |18 |19 10019 |19 [18 [17 |17 |19
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G =gl2-4.dat - densidad =40% - k=9 -i=3 -x(G)=215-H(G)=19

Sin orden en los vértices:
Sol. Greedy: 24

De mayor a menor grado:
Sol. Greedy: 24

El mas chico al final:

Sol. Greedy: 21

B0 | 20 [40 |60 |80 [100 B0 |20 |40 |60 |80 | 100 B0 |20 |40 |60 [80 [100
0 24 (22 (20 [20 |20 |21 0 24 120 |19 (20 [20 |21 0 21 19 (19 |19 (20 |21
20 [|24 [22 |21 |20 |21 |20 20 [|24 [19 [20 [19 [20 |20 20 |21 {19 [19 [19 [19 |20
40 (24 |22 |22 |21 [20 |20 40 |24 (20 [19 (20 [20 |19 40 |21 19 |19 (19 (19 |19
60 [|24 [22 |22 |21 |21 |20 60 ||24 [20 [20 [20 [20 |19 60 |21 {19 [19 [19 |19 |19
80 |24 (23 |22 |21 |21 |21 80 124 |21 |21 (20 [20 |20 80 |f21 19 |19 (19 (19 |19
10024 |23 |23 |23 |22 |24 100[24 [23 [23 |22 |22 |24 10021 |21 [21 |21 [21 |21
G =gl2-5.dat - densidad =20% - k=10- i=4-%(G)>17-H(G)=18
Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado: El mas chico al final:
Sol. Greedy: 20 Sol. Greedy: 20 Sol. Greedy: 18
B |0 | 20 [40 |60 |80 |[100 B0 |20 |40 |60 |80 | 100 B0 |20 |40 |60 [80 [100
0 [20 |19 |18 |18 |18 |20 0 f19 |18 [18 |19 |18 [18 0o 18 |18 [18 |18 [18 |18
20 [|20 [19 |18 |18 |18 |18 20 [|19 |18 |18 [18 [19 |18 20 |18 |18 [18 |18 |18 |18
40 [l20 |20 |19 |18 |18 |18 40 [l19 |18 [18 |18 |18 |18 40 [l18 |18 [18 |18 |18 |18
60 [|20 [20 {19 |19 |19 [18 60 [|19 |18 |18 [18 [18 |18 60 |18 |18 [18 |18 |18 |18
80 20 {20 {20 [19 [19 |19 80 [[19 [18 |18 |18 [18 [18 80 [[18 [18 |18 [18 |18 |18
100][20 {20 |20 [20 |20 |20 10019 [18 |18 |18 |18 |20 1018 |18 |18 [18 [18 |18
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Grafos de 15 vértices:

G =gl5-1.dat - densidad =100% - k=7-1i=4-%(G)=210-H(G) =14

Sin orden en los vértices:

Sol. Greedy: 15

De mayor a menor grado:

Sol. Greedy: 15

El mas chico al final:

Sol. Greedy: 15

B flo |20 [40 |60 |80 100 B flo |20 [40 |60 [80 100 B0 [20 [40 |60 |80 | 100
0 |15 [14 |14 |14 [14 |15 0 [[15 |14 |14 |14 |14 |15 0 [[15 [14 [14 [14 |14 |15
20 |15 [14 {14 |14 |14 |14 20 [[15 [14 |14 |14 |14 |14 20 [[15 [14 [14 [14 |14 |14
40 |15 |14 |14 |14 [14 |14 40 [[15 [14 |14 |14 |14 |14 40 [[15 |14 |14 |14 |14 |14
60 |15 [14 {14 |14 |14 |14 60 [[15 [14 [13 |14 |14 |14 60 [[15 [14 [14 |14 |14 |14
80 [[15 [14 {14 |14 |14 |14 80 [[15 |14 |14 [13 |14 |14 80 [[15 |14 |14 |14 |14 |14
10015 |14 |13 |14 [14 |15 10015 {13 |13 |14 |14 |15 10015 |13 |13 |13 |14 |15
G =gl5-2.dat - densidad =80% - k=12-i=9-%(G)=>15-H(G)=17
Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado:  El mds chico al final:
Sol. Greedy: 21 Sol. Greedy: 21 Sol. Greedy: 18
B flo |20 [40 |60 |80 100 Baflo |20 [40 |60 [80 100 Baflo |20 [40 |60 |80 | 100
o [[18 |17 |17 [17 [17 |21 o [[18 [17 [17 |17 |17 |21 o [[18 [17 [17 [17 |17 |18
20 |18 (17 {17 |17 [17 |17 20 [[18 [17 |17 |17 |17 |17 20 (18 |17 [17 |17 |17 |17
40 |18 |17 |17 [17 |17 |17 40 18 [17 |17 |17 |17 |17 40 [[18 |17 |17 [17 |17 |17
60 (18 |17 |17 |17 |17 |17 60 |18 |17 |17 [17 [17 |17 60 18 |17 [17 |17 |17 |17
80 |18 [17 |17 |17 [17 |17 80 [|18 |17 [17 [17 [17 |17 80 [l18 [17 [17 17 |17 |17
ofl18 [18 [17 [17 |17 |19 1018 [18 |17 |17 [17 |19 10018 [18 |17 [17 [17 |18
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G = gl5-3.dat - densidad = 60% - k=10-i=8-%;0%(G)>12 - H(G) = 13

Sin orden en los vértices:

Sol. Greedy: 14

De mayor a menor grado:

Sol. Greedy: 16

El mas chico al final:

Sol. Greedy: 14

B [0 | 20|40 [60 [80 100 B f0 |20 [40 |60 |80 [100 Bafo |20 [40 |60 |80 |100
0 14 |13 |13 (13 |13 |14 0 14 |13 |13 |13 (13 |16 0 14 |13 |13 |13 [13 |14
20 (14 |13 {13 |13 |13 |13 20 [14 |13 [13 [13 [13 |13 20 14 |13 [13 |13 |13 [13
40 |14 |13 |13 (13 |13 |13 40 (14 113 (13 |13 |13 |13 40 (14 |13 [13 [13 [13 |13
60 14 |13 |13 |13 |13 |13 60 [14 |13 [13 [13 [13 |13 60 14 |13 [13 |13 [13 [13
80 [14 |13 |13 |13 |13 |13 80 [[14 |13 [13 [13 [13 |13 80 [l14 [13 [13 |13 |13 |13
10014 (13 [13 |13 |13 |14 10014 [13 |13 |13 [13 |15 10014 [13 |13 [13 |13 |14
G =gl5-4.dat - densidad=40% - k=6-i=3-%(G)>29-H(G)=11
Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado: El mas chico al final:
Sol. Greedy: 15 Sol. Greedy: 12 Sol. Greedy: 15
B [0 | 20|40 [60 [80 100 B f0 [20 [40 |60 |80 [100 Bafo |20 [40 |60 |80 |100
0 12 | 11 11 {11 (12 |15 0 12 |12 |11 |11 |11 [12 0 13 |11 |11 |11 [ 12 |15
20 12 |1 | {12 |1 20 (12 {11 {11 [ 11| 20 (13 |1 [ o |12
40 |12 |12 |12 (11 |12 |11 40 (12 11 (11 J11 |11 |11 40 (13 |11 (11 |11 |11 |11
60 12 |11 {12 {11 |11 |11 60 12 {12 |11 {11 [11 |11 60 13 |11 {1 |11 |1r |1
80 |12 |11 [12 |12 |11 |11 80 |12 [12 |12 |11 |11 |11 80 |13 |11 |11 |11 |11 |11
ofl12 |12 [12 |12 |12 |13 1o0ff12 [12 12 |11 [11 |12 10013 [11 {11 {11 |11 |14
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G = gl5-5.dat - densidad=20% - k=9- i=7-%(G)=11-HG) =11

Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado:  El mds chico al final:
Sol. Greedy: 12 Sol. Greedy: 11 Sol. Greedy: 11
B [0 | 20|40 [60 [80 100 B f0 |20 [40 |60 |80 [100 Bafo |20 [40 |60 |80 |100

20 (11 |11 {11 j11 |11 |11 20 |11 [ 11 (11 |11 |11 |11 20 |11 (11 |11 |11 |11 |11

40 (11 |11 J11 J11 |11 |11 40 |11 {11 (11 |11 J11 |11 40 |11 11 (11 J11 |11 |11

60 |11 |11 |11 j11 |11 |11 60 |11 |11 (11 |11 |11 |11 60 |11 |11 |11 |11 |11 |11

80 (11 (11 |11 |11 |11 |11 80 (11 |11 |11 |11 (11 |11 80 (|11 |11 |11 |11 |11 |11

10011 |11 |11 |11 |11 |12 100 |11 [ 11 (11 |11 |11 |11 100 |11 |11 |11 |11 |11 |11

Grafos de 30 vértices:

G = g30-1.dat - densidad =100% - k=10- i=3-%;0°(G) >21-H(G) = 40

Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado:  El mds chico al final:

Sol. Greedy: 44 Sol. Greedy: 44 Sol. Greedy: 44

Bl 0 |20 |40 [60 |80 100 Bl 0 [20 |40 [60 |80 |100 Bl 0 [20 |40 [60 |80 |100
0 (44 |42 |41 |40 |41 |44 0 [l44 |42 |42 |41 |42 |44 0 [l44 |42 |41 |41 |42 |44

20 (44 [42 |41 |42 |42 |41 20 (44 [42 |41 |42 |42 |41 20 (44 [42 |42 |41 [41 |41

40 (44 |42 |42 |41 |42 |41 40 [l44 |42 |41 |41 |41 |41 40 [|44 |42 |42 |41 [42 |40

60 [[44 |42 |41 [42 |42 |41 60 (44 [41 |41 |41 [42 |41 60 (44 [41 |42 |42 [41 |41

80 [[44 [42 |42 |42 |42 |41 80 [44 |42 |41 [42 |42 |41 80 [44 |41 |42 [41 |42 |41

10044 |41 [42 |42 [41 |44 100(|44 |41 [41 |41 |41 |44 100(|44 |41 [41 |41 |41 |44
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G =g30-2.dat - densidad =80% - k=8-i=4- xs"(G) >212-H(G)=19

Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado:  El mds chico al final:

Sol. Greedy: 32 Sol. Greedy: 32 Sol. Greedy: 28

Bl 0 |20 |40 [60 |80 |100 Baf 0 [20 |40 [60 |80 |100 Baf 0 [20 |40 [60 |80 |100
0 f25 {20 [20 {20 [20 |32 0 {29 {19 [19 |20 |20 |28 0 [|25 {19 [19 |20 |20 |28

20 25 |20 |20 [20 |20 |20 20 [[29 |19 [19 [19 |20 |20 20 [[25 |19 [20 |20 |19 |20

40 f125 |20 |20 |20 [20 |20 40 [129 |19 [19 |19 [19 |19 40 [125 |19 [19 |20 [20 |19

60 [[25 |20 |20 [19 |20 |20 60 [[29 |19 [19 [19 |19 |20 60 [[25 |19 [20 [20 |19 |20

80 [[25 [19 |19 |20 [20 |20 80 [[29 [19 |19 [19 |20 |20 80 [[25 [19 |19 [19 |19 |20

10025 [19 [19 |20 |20 |26 100{29 [19 [19 |19 [19 |30 10025 [19 [19 |19 [19 |26

G =g30-3.dat - densidad =60% - k= 15- i=10-%(G) =20 - H(G) =25

Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado:  El mds chico al final:

Sol. Greedy: 35 Sol. Greedy: 35 Sol. Greedy: 35

Bl 0 |20 |40 [60 |80 |100 Baf 0 [20 |40 [60 |80 |100 Baf 0 [20 |40 [60 |80 |100
0 (31 {26 [25 |25 [25 |35 0 |31 |25 [25 |25 |25 |35 0 |31 |25 [25 |25 |25 |35

20 [[31 |25 |25 |25 |25 |25 20 |31 |25 |25 [25 |25 |25 20 |31 |25 |25 [25 |25 |25

40 {31 |25 |26 |25 [25 |25 40 [131 |25 |25 |25 |25 |25 40 [131 |25 |25 |25 |25 |25

60 [[31 |25 |25 |25 |25 |25 60 [[31 |25 |25 [25 |25 |25 60 [[31 |25 |25 [25 |25 |25

80 [[31 [25 |25 [25 |25 |25 80 [[31 [25 |25 [25 |25 |25 80 [[31 [25 |25 [25 |25 |25

10031 |25 [25 |25 |25 |32 10031 25 [25 |25 |25 |32 10031 25 |25 |25 |25 |32
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G =g30-4.dat - densidad =40% - k=6-i=5-%4(G)=27-H(G)=8

Sin orden en los vértices:

Sol. Greedy: 8

De mayor a menor grado:
Sol. Greedy: 8

El mas chico al final:
Sol. Greedy: 8

Bl 0 | 20|40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100
o8 |8 [8 |8 |8 |8 ofs [8 |8 |8 |8 |8 ofs [8 |8 |8 |8 |8
208 |8 |8 [8 [8 |8 208 |8 |8 [8 |8 |8 208 |8 |8 [8 |8 |8
40 8 |8 [8 |8 |8 |8 40 8 |8 |8 [8 |8 |8 40 8 |8 |8 [8 |8 |8
60 |8 |8 |8 [8 [8 |8 60 (8 |8 |8 [8 |8 |8 60 (8 |8 |8 [8 |8 |8
80 [l8 |8 |8 [8 [8 |8 80 [[8 |8 |8 [8 [8 |8 80 [|8 |8 |8 [8 [8 |8
108 |8 [8 |8 |8 |8 1ofls [8 [8 |8 |8 |3 1of8 [8 [8 |8 |8 |8
G =g30-5.dat - densidad =20% - k=8- i=6-%(G)>10-H(G) =11
Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado: El mas chico al final:
Sol. Greedy: 12 Sol. Greedy: 12 Sol. Greedy: 12
Bl 0 | 20|40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100
0 12 |11 (11 (11 |11 |12 0 12 |11 |11 (11 [11 |12 0 12 |11 |11 (11 [11 |12
20 [12 |11 1 1 {1 | 20 12 |11 11 [ |1 | 20 12 |11 11 [ |1 |
40 f12 {11 {11 |11 |11 |11 40 |12 |11 11 |11 |11 |11 40 |12 |11 11 |11 |11 |11
60 [[12 |11 11 {11 |11 |11 60 12 |11 [11 |11 |11 |11 60 12 |11 [11 |11 |11 |11
80 |12 |11 |11 |11 |11 |11 80 |12 |11 |11 |11 |11 |11 80 |12 |11 |11 |11 |11 |11
wof12 [11 [ |11 |1 |12 wof12 [t {11 | [ |12 wof12 [t {11 |1 [ |12
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Grafos de 50 vértices:

G = g50-1.dat - densidad =100% - k=8- i=3-%s(G)>15-H(G) =31

Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado: El mas chico al final:

Sol. Greedy: 34 Sol. Greedy: 34 Sol. Greedy: 34

Bl 0 |20 |40 [60 |80 100 Bl 0 [20 |40 [60 |80 |100 Bl 0 [20 |40 [60 |80 |100
0 (34 |32 [32 |32 |32 |34 0 (34 [32 [32 |32 |32 |34 0 (34 [32 |32 |32 |32 |34

20 (34 [31 |32 |32 [32 |32 20 (34 [32 |32 |32 [32 |32 20 (34 [32 |32 |32 [32 |31

40 [[34 |31 [32 [32 |32 |32 40 (34 |32 |32 [32 |32 |31 40 [31 |32 |32 [32 |32 |32

60 [[34 [32 |32 [32 |32 |31 60 [34 [32 |32 |32 [32 |32 60 [34 [32 |32 |32 [31 |32

80 [[34 |32 |32 [32 |32 |32 80 [[34 |32 |32 [32 [32 |32 80 [[34 |32 |32 [32 [32 |32

10034 |32 [31 |32 [32 |34 100(34 |32 [32 |31 |32 |34 100(34 |32 [32 |32 |32 |34

G = g50-2.dat - densidad =80% - k=10- i=1-%3'(G) =219-H(G) = 90

Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado:  El mds chico al final:

Sol. Greedy: 89 Sol. Greedy: 87 Sol. Greedy: 90

Bl 0 |20 |40 [60 |80 100 Bl 0 [20 |40 [60 |80 |100 Bl 0 [20 |40 [60 |80 |100
0 [89 [89 [89 |89 |89 |89 0 (87 [87 [87 |87 |87 |87 0 90 [90 [90 |90 |90 |90
20 (89 |89 |89 [89 |89 |89 20 (87 |87 |87 |87 |87 |87 20 [[90 |90 [90 [90 |90 |89
40 |89 |89 [89 |89 |89 |89 40 (87 |87 |87 |87 |87 |87 40 90 |90 [90 |90 |90 |90
60 [[89 |89 |89 [89 |89 |89 60 |87 |87 |87 |87 |87 |87 60 [[90 |90 [90 [90 |90 |90
80 [[89 |89 |89 [89 |89 |89 80 |87 |87 |87 |87 [87 |87 80 [[90 {90 |90 [90 [90 |90
10089 |89 [89 |89 |89 |89 100(87 87 |87 |87 |87 |87 100190 [90 |90 |90 [90 |90
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G =g50-3.dat - densidad=60% - k=5-i=3- x(G)53 =27-HG)=11

Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado:  El mds chico al final:

Sol. Greedy: 13 Sol. Greedy: 12 Sol. Greedy: 11

Bl 0 | 20|40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100

0 12 [ 11 (12 |11 |11 |13 0 12 |11 |11 (11 [11 |12 0 11 |11 |11 (11 |11 |11

20 (12 {12 |11 |11 |11 |11 20 (12 {10 |11 {1 |11 |1 20 11 {1 1 {1 1|

40 f12 {11 |12 |11 |12 |11 40 |12 |11 11 |11 |11 |11 40 |11 |11 11 |11 |11 |11

60 (12 {11 |11 |11 [11 |11 60 (12 [11 11 {11 |11 |11 60 (11 {11 11 {11 11 |1

80 |12 |11 |11 |11 |11 |11 80 |12 |11 |11 |11 |11 |11 80 |11 |11 |11 (11 |11 |11

of12 {12 f1r |11 11 |12 of12 |11 f1r |1 {1 |12 wofltr |11 f1r |1 {1 |11
G =g50-4.dat - densidad =40% - k=9-i=2- XQZ(G) >16 - H(G) =38

Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado: El mas chico al final:

Sol. Greedy: 42 Sol. Greedy: 41 Sol. Greedy: 39

Bl 0 | 20|40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100

0 (42 |42 [41 |41 |41 |42 0 [l41 {40 [40 |40 [40 |40 0 [39 |38 [39 |39 [38 |39

20 (42 [42 |42 |41 |41 |41 20 [[41 [41 |40 |39 [39 |38 20 {139 [38 |38 |39 [38 |38

40 [42 |42 |41 |42 |42 |41 40 [l41 |41 [39 |39 [40 |39 40 [139 |38 [38 |38 [39 |38

60 [[42 [42 |42 |42 |42 |40 60 (41 [41 |40 |40 [39 |40 60 39 [38 |38 |38 [38 |38

80 [[42 [42 |42 |42 |42 |42 80 [[41 [40 |41 [41 |40 |40 80 [[39 |38 |39 [38 [39 |38

10042 |42 [41 |42 |42 |42 100(/41 |41 [40 |41 |40 |41 100{/39 |39 [38 |39 |39 |39
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G = g50-5.dat - densidad =20% - k=13-i=5- x135(G) =221-H(G)=32

Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado:  El mds chico al final:
Sol. Greedy: 38 Sol. Greedy: 34 Sol. Greedy: 35
Bl 0 | 20|40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100
0 (37 |35 |35 |35 [34 |37 0 (34 [34 [34 |33 |33 |34 0 (35 [32 [32 |33 |33 [35
20 (37 [35 |35 |35 [34 |34 20 (34 [34 |33 |33 [33 |33 20 (135 |33 |32 |32 [33 |33
40 [[37 |34 |35 [35 |34 |34 40 (34 |34 [33 [33 |33 |32 40 135 [33 [33 |32 |32 [33
60 (37 [35 |35 |35 [35 |34 60 (34 |34 |34 |33 [33 |33 60 (35 [32 |32 |32 [32 |32
80 |37 [35 |35 [35 |35 |35 80 [[34 |33 |34 [34 [34 |34 80 [[35 |33 |33 [32 [32 |32
100(137 |35 [35 |35 [35 |38 100(34 |34 [34 |33 |34 |34 100{35 |32 [32 |33 [32 |35

Grafos de 80 vértices:

G = g80-1.dat - densidad =100% - k=4- i=2-%/(G)>6-H(G)=16
Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado: El mas chico al final:
Sol. Greedy: 28 Sol. Greedy: 28 Sol. Greedy: 28
Bl 0 |20 |40 [60 |80 100 Bl 0 [20 |40 [60 |80 |100 Bl 0 [20 |40 [60 |80 |100
0 (27 {16 |16 |16 |16 |28 0 |27 |16 |16 |16 |16 |28 0 2716 [16 |16 |16 |28
20 27 [16 |16 |16 |16 |16 20 {27 |16 |16 |16 [16 |16 20 [ 27 |16 |16 |16 |16 |16
40 (27 |16 |16 |16 |16 |16 40 [127 |16 |16 |16 |16 |16 40 27 |16 |16 |16 |16 |16
60 (27 [16 |16 |16 |16 |16 60 (27 |16 |16 |16 |16 |16 60 [ 27 |16 |16 |16 |16 |16
80 [[27 [16 |16 |16 |16 |16 80 [[27 16 |16 [16 |16 |16 80 |27 [16 |16 [16 |16 |16
100{27 |16 |16 |16 [16 |28 100{27 |16 [16 |16 [16 |28 100] 27 |16 [16 |16 [16 |28
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G =g80-2.dat - densidad =80% - k=10- i=8- xlos(G) >12-H(G) =15

Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado:  El mds chico al final:
Sol. Greedy: 22 Sol. Greedy: 20 Sol. Greedy: 22
Bl 0 | 20|40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100
0 21 15 |15 |15 [15 |22 0 17 |15 |15 [15 |15 |20 0 21 (15 |16 [15 |15 |22
20 f[21 [15 |16 [15 |15 |15 20 (17 [15 |15 |15 [15 |15 20 {21 [15 |15 |15 [15 |15
40 |f21 15 |15 |15 [15 |15 40 (|17 [15 |15 [15 |15 |15 40 (121 [15 |15 [15 |15 |15
60 [[21 [15 |15 [15 |15 [15 60 17 [15 |15 |15 [15 |15 60 21 [15 |15 |15 [15 |15
80 [[21 [15 |15 |15 [15 |16 80 [[17 [15 |15 [15 |15 |15 80 [[21 [15 |15 [15 |15 |15
100f21 |15 [15 |15 [15 |22 10017 |15 [15 |15 [15 |18 100f21 |15 [16 |15 |15 |22
G = g80-3.dat - densidad=60% -k=12- i=10-%(G).'"" >14-H(G) =16
Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado:  El mds chico al final:
Sol. Greedy: 20 Sol. Greedy: 22 Sol. Greedy: 22
Bl 0 | 20|40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100
0 19 |17 |17 (16 |17 |20 0 18 |17 |17 (17 [17 [22 0 19 |17 |17 (17 [17 [22
20 (19 [17 |16 [17 |17 |17 20 (18 [17 |17 |17 [17 |17 20 (19 [17 |17 |17 [17 |17
40 (19 |17 [17 |16 [17 |17 40 [l18 |16 [17 |17 [17 |17 40 19 |17 (17 |17 |17 |17
60 19 [17 |17 |16 |17 |17 60 18 [17 |16 |17 [16 |17 60 19 [17 |16 |16 [17 |17
80 [[19 [17 |17 [17 |17 |17 80 [[18 [17 |16 [17 |16 |17 80 [[19 [17 |16 [17 |17 |17
100f 19 |17 [17 |17 [17 |20 100{18 |16 [16 |17 [16 |18 100{19 |17 [17 |17 |16 |20
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G =g80-4.dat - densidad =40% - k=9-i=2- X92(G) >16- H(G) =46

Sin orden en los vértices:

Sol. Greedy: 50

De mayor a menor grado:

Sol. Greedy: 46

El mas chico al final:
Sol. Greedy: 46

Bl 0 |20 |40 [60 |80 |100 Baf 0 [20 |40 [60 |80 |100 Baf 0 [20 |40 [60 |80 |100
0 (50 {50 |50 |49 [48 |47 0 [46 |46 |46 |46 |46 |46 0 [l46 [45 |46 |46 |46 |46
20 [[50 [50 |49 [50 |48 |48 20 (46 |46 |46 |46 |46 |45 20 (46 |46 |46 |46 |46 |46
40 (50 |50 [50 |49 [49 |49 40 [l46 |46 |46 |46 |46 |46 40 [l46 [45 |45 |46 |46 |46
60 [[50 [49 |49 [49 |49 |48 60 (46 |46 |46 |46 |46 |46 60 (46 |46 |46 |46 |46 |46
80 [[50 [49 |49 [49 |50 |49 80 |46 |46 |46 [46 |46 |46 80 (46 |45 |46 |46 |46 |45
100{/50 |50 [50 |50 [50 |50 100{/46 |46 |46 |46 |46 |46 100 (|46 |45 [45 |45 |45 |46
G =g80-5.dat - densidad =20% - k=11-i=9- xug(G) >213-H(G)=15
Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado:  El mds chico al final:
Sol. Greedy: 16 Sol. Greedy: 16 Sol. Greedy: 16
Baf 0 |20 |40 |60 [80 [100 B fl 0 |20 |40 |60 |80 [100 B f 0 |20 |40 |60 |80 |100
0 15 {15 [15 |15 |15 |16 0 |16 |15 [15 |15 |15 |16 0 [16 |15 [15 |15 |15 |16
20 15 |15 |15 |15 |15 |15 20 [l16 |15 |15 |15 |15 |15 20 [l16 |15 |15 |15 |15 |15
40 (15 |15 |15 |15 [15 |15 40 [l16 |15 |15 |15 |15 |15 40 [l16 |15 |15 |15 |15 |15
60 [[15 [15 |15 [15 |15 [15 60 16 [15 |15 |15 [15 |15 60 |16 |15 |15 |15 |15 |15
80 [[15 [15 |15 [15 |15 |15 80 [[16 [15 |15 [15 |15 |15 80 [[16 [15 |15 [15 |15 |15
10015 {15 [15 |15 |15 |16 1off16 {15 [15 [15 |15 |16 1o0ff16 {15 [15 [15 |15 |16
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Grafos de 100 vértices:

G =gl00-1.dat - densidad =100% - k=12- i=8-%;,°(G) =16 - H(G) = 24

Sin orden en los vértices:

Sol. Greedy: 44

De mayor a menor grado:

Sol. Greedy: 44

El mas chico al final:

Sol. Greedy: 44

B\a | O 20 (40 (60 |80 | 100 Baff O [20 [40 |60 |80 |100 Baff O [20 [40 |60 |80 |100
0 |[41 [41 |41 |41 |41 (41 0 |41 [24 |24 |24 (24 (44 0 |41 [25 |24 |25 (24 (44
20 |25 |25 [25 [25 |25 |25 20 (|41 |25 [24 [24 |24 |25 20 [|41 |25 (24 |24 [24 |25
40 (124 |24 |25 [25 [25 |25 40 |[41 |25 |25 |24 (24 (24 40 |[41 [24 |25 |25 [24 (25
60 ||24 |24 (24 [24 |25 |24 60 (41 |25 [25 [24 [24 |25 60 (41 |24 [24 (24 [24 |24
80 ||25 |24 (24 [24 |24 |24 80 |41 |25 [24 |25 |25 |25 80 |41 |25 [24 |24 |25 |25
100144 125 [24 [24 |25 |42 100 {41 (25 |25 |25 (24 (42 100141 (25 |25 |25 (24 (42

G =g100-2.dat - densidad =80% - k

Sin orden en los vértices:

Sol. Greedy: 15

De mayor a menor grado:

Sol. Greedy: 15

7-i=5-4"(G)>9-H(G) =14

El mas chico al final:

Sol. Greedy: 16

B\a | O 20 (40 (60 |80 | 100 Baff O [20 [40 |60 |80 |100 Baff O [20 [40 |60 |80 |100
0 |[[15 (14 |14 |14 |14 (15 0 |15 (14 |14 |14 |14 (14 0 |15 (14 |14 |14 |14 |16
20 |[15 |14 (14 |14 (14 |14 20 |15 |14 (14 |14 (14 |14 20 (|15 |14 |14 [14 |14 |14
40 (115 |14 |14 |14 (14 |14 40 |[15 |14 |14 |14 |14 |14 40 |15 |14 |14 |14 |14 |14
60 ||15 |14 |14 [14 |14 |14 60 (|15 |14 |14 [14 |14 |14 60 (|15 |14 |14 [14 |14 |14
80 ||15 |14 |14 [14 |14 |14 80 ||15 |14 (14 |14 |14 |14 80 ||15 (14 (14 |14 |14 |14
100|115 |14 |14 |14 |14 |15 10015 (14 |14 (14 |14 |14 10015 (14 |14 (14 |14 |16
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G =g100-3.dat - densidad =60% - k=6-i=1- )((G)61 =211 -H(G)=49

Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado:  El mds chico al final:

Sol. Greedy: 51 Sol. Greedy: 50 Sol. Greedy: 49

Bl 0 | 20|40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100
0 (51 |51 |51 |51 |51 |51 0 {50 [50 [50 |50 |50 |50 0 (49 [49 [49 |49 |49 |49
20 [[s1 |51 |51 |51 |51 |51 20 |50 |50 |50 |50 |50 |50 20 (49 |49 |49 |49 |49 |49
40 |51 |51 |51 |51 |51 |51 40 [50 |50 |50 |50 |50 |50 40 (49 |49 |49 |49 |49 |49
60 [[51 |51 |51 [s1 |51 |51 60 [[50 |50 |50 |50 |50 |50 60 [[49 |49 |49 |49 |49 |49
80 [[51 |51 |51 |51 |51 |51 80 [[50 |50 |50 [50 [50 |50 80 [[49 |49 |49 |49 [49 |49
10051 |51 [s1 |51 |51 |51 100{50 [50 |50 |50 |50 |50 100149 [49 |49 |49 |49 [49

G = g100-4.dat - densidad =40% - k=10- i=7-%10"(G) > 13- H(G) = 18

Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado: El mas chico al final:

Sol. Greedy: 19 Sol. Greedy: 19 Sol. Greedy: 21

Bl 0 | 20|40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100
0 [19 [18 [18 |18 |18 |19 0 19 [18 [18 |18 |18 |19 o 19 |18 [18 |18 [18 |21

20 (19 [18 |18 [18 |18 [18 20 (19 [18 |18 |18 [18 |18 20 (19 [18 |18 |18 [18 |18

40 (19 |18 [18 |18 [18 |18 40 [l19 |18 |18 |18 [18 |18 40 (19 [18 [18 |18 |18 |18

60 19 [18 |18 [18 |18 [18 60 19 [18 |18 |18 [18 |18 60 (19 [18 |18 |18 [18 |18

80 [[19 |18 |18 [18 |18 |18 80 [[19 |18 |18 |18 [18 |18 80 [[19 |18 |18 |18 [18 |18

100f 19 {18 [18 |18 [18 |19 100{19 |18 [18 |18 |18 |19 100{19 |18 [18 |18 |18 |19
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G = g100-5.dat - densidad =20% - k=14 - i=3-%(G) > 25 - H(G) = 60

Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado:  El mds chico al final:

Sol. Greedy: 66 Sol. Greedy: 62 Sol. Greedy: 61

Bl 0 | 20|40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100
0 66 |66 |64 |66 |65 |66 0 (62 [62 |62 |61 |61 |61 0 (61 |61 |61 |60 |61 |61

20 [[66 |66 |66 |66 |66 |64 20 [62 |62 |62 |61 |62 |60 20 f61 |60 |61 |61 |60 |60

40 66 |66 |66 |66 |66 |65 40 [62 |62 |62 |62 |62 |62 40 fl61 60 [61 |60 |61 |61

60 [[66 |66 |66 |66 |65 |65 60 62 |62 |62 |62 |62 |61 60 61 [60 |61 |60 |60 |60

80 [[66 |66 |66 |66 |66 |65 80 [[62 |62 |62 |62 |62 |62 80 61 |60 |60 |61 |61 |60

100{ 66 |66 [66 |66 |66 |66 100f62 |62 |62 |62 |62 |62 100{l61 |61 [61 |61 |61 |61

Grafos de 150 vértices:

G = gl150-1.dat - densidad=100% - k=7- i=4-%;%(G)>10 - H(G) =22

Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado:  El mds chico al final:

Sol. Greedy: 23 Sol. Greedy: 23 Sol. Greedy: 23

Bl 0 |20 |40 [60 |80 100 Bl 0 [20 |40 [60 |80 |100 B0 [20 |40 [60 |80 |100
0 [23 |22 [22 |22 |22 |23 0 [23 [22 |22 |22 |22 |23 0 23 |22 |22 [22 |22 |23

20 123 |22 (22 (22 |22 (22 20 23 (22 [22 |22 |22 |22 20 23 [22 (22 |22 |22 |22

40 [[23 |22 |22 |22 |22 |22 40 [23 |22 |22 |22 |22 |22 40 f23 |22 |22 |22 |22 |22

60 |23 |22 [22 |22 (22 |22 60 123 |22 (22 |22 (22 |22 60 123 |22 (22 |22 (22 |22

80 [[23 |22 |22 [22 |22 |22 80 [[23 |22 |22 |22 |22 |22 80 [[23 |22 |22 |22 |22 |22

100123 |22 (22 (22 |22 (23 100 (23 (22 (22 |22 |22 |23 100 (23 (22 (22 |22 |22 |23
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G = g150-2.dat - densidad =80% - k=10- i=5-%10(G)>15-H(G) = 32

Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado: El mas chico al final:

Sol. Greedy: 75 Sol. Greedy: 80 Sol. Greedy: 75

Bl 0 |20 |40 [60 |80 |100 Baf 0 [20 |40 [60 |80 |100 Baf 0 [20 |40 [60 |80 |100
0 [[71 |32 [33 |33 |32 |75 0 |76 |32 [32 |32 [32 |75 0 |71 |32 [32 |32 [33 |75
20 (71 [33 |32 |32 [33 |32 20 (76 [32 |32 |32 [32 |32 20 71 32 |33 |32 [32 |33
40 71 33 |32 |32 [32 |32 40 [176 |32 [32 |32 [32 |32 40 [|71 |32 |33 |32 [32 |33
60 |71 [32 |32 [33 |32 |33 60 |76 [32 |32 |32 [32 |32 60 |71 [32 |32 |32 [32 |32
80 [[71 [33 |33 [32 |32 [33 80 [[76 [32 |32 [33 |32 |32 80 [[71 [32 |33 [32 |32 |32
10071 |33 [32 |32 [32 |72 100{|76 |32 [32 |32 [32 |77 100{71 |32 32 |32 |32 |72

G = g150-3.dat - densidad =60% - k=9- i=4-%%G)>14-H(G) = 32

Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado: El mas chico al final:

Sol. Greedy: 34 Sol. Greedy: 35 Sol. Greedy: 35

Bl 0 |20 |40 [60 |80 |100 Baf 0 [20 |40 [60 |80 |100 Baf 0 [20 |40 [60 |80 |100
0 (34 |33 [33 [33 |33 |34 0 (34 [33 [33 |33 |33 [35 0 (35 [33 [33 |33 |33 [35
20 (34 |33 |33 [33 |33 |33 20 (34 |32 |33 [33 |33 |32 20 |35 |33 [33 [33 |34 |33
40 |34 |33 [33 [33 |33 |33 40 (34 [33 [33 |33 |33 [33 40 (135 [33 [32 |32 |33 [33
60 [[34 |33 |33 [33 [33 |33 60 |34 |33 [33 [33 |33 |33 60 |35 |33 [33 [33 |32 |33
80 [[34 |33 |34 [33 [33 |33 80 [[34 |33 |33 [33 [33 |33 80 [[35 |33 |32 [33 [33 |33
10034 [32 [33 |33 |33 |34 10034 [32 [33 |32 |32 [33 10035 [33 |33 |33 |33 |35
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G = gl150-4.dat - densidad=40% - k=12- i=5-%:,°(G) 219 - H(G) = 41

Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado: El mas chico al final:

Sol. Greedy: 43 Sol. Greedy: 42 Sol. Greedy: 42

Bl 0 | 20|40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100
0 |[[43 [42 |42 |42 |41 |43 0 42 (41 [40 [41 |41 |41 0 42 (41 (41 [41 |41 |42

20 [[43 |42 |41 |42 |42 |41 20 [[42 |41 |41 [41 |41 |40 20 [[42 |41 |41 [41 |41 |41

40 (43 [41 [42 |42 |41 |41 40 ||42 |41 |41 |41 |41 |41 40 ||42 |41 |41 |41 |41 |40

60 [[43 |41 |41 [41 |42 |42 60 [[42 |41 |41 [41 |41 |41 60 [[42 |40 |41 [41 |41 |40

80 |43 |41 |41 [41 [42 |41 80 |42 |41 |41 [41 (40 (41 80 |42 |41 |41 [41 (41 |40

10043 |42 [41 |42 |41 |42 10042 [40 [41 |41 |41 |42 10042 [41 [40 |41 |41 |42

G = g150-5.dat - densidad =20% - k=3- i=1-%3'(G)>5-H(G) = 14

Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado: El mas chico al final:

Sol. Greedy: 15 Sol. Greedy: 15 Sol. Greedy: 15

Bl 0 |20 |40 [60 |80 |100 Baf 0 [20 |40 [60 |80 |100 Baf 0 [20 |40 [60 |80 |100
0 15 |15 |15 (15 |15 |15 0 15 |14 |14 (14 |14 |15 0 15 |14 |14 (14 |14 |15
20 [[15 [15 |15 [15 |15 |15 20 (15 [14 |14 |14 |14 |14 20 (15 [14 |14 |14 |14 |14
40 [|15 |15 |15 |15 [15 |14 40 (|15 (14 |14 |14 (14 |14 40 (|15 (14 |14 |14 (14 |14
60 [[15 [15 |15 [15 |15 |15 60 (15 [14 |14 |14 |14 |14 60 (15 [14 |14 |14 |14 |14
80 |[15 |15 [15 |15 [15 |15 80 |[15 |14 |14 |14 |14 |14 80 |[15 |14 |14 |14 |14 |14
10015 {15 [15 |15 [15 |15 100{15 |15 [14 |15 [14 |15 10015 |14 [14 |14 [14 |15
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Grafos bipartitos de 100 vértices, el porcentaje de la densidad de aristas es sobre

la cantidad del bipartito completo:

G = g5050-1.dat - densidad = 100% - k=8 - i=3-y5(G)=13-H(G) =21

Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado:  El mds chico al final:

Sol. Greedy: Sol. Greedy: Sol. Greedy: 21

Bl 0 | 20|40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100 Ballo |20 |40 |60 [80 |100
0 [[29 [29 [29 |29 |29 |29 0 f29 [29 [29 |29 |29 |29 0o [16 |16 |16 |16 |16 |16

20 [[29 |29 |29 [29 |29 |29 20 [[29 |29 [29 [29 |29 |29 20 [[21 |21 |21 |21 |21 |20

29 129 29 (29 [29 [29 [29 40 1129 29 129 |29 |29 |29 40 |21 |21 |21 |21 |21 |21

60 [[29 |29 |29 [29 |29 |29 60 [[29 |29 [29 |29 |29 |29 60 [[21 |21 |21 |21 |21 |21

80 129 [29 (29 [29 [29 [29 80 128 |29 |29 [29 (29 [29 80 121 |21 |21 [21 (21 |21

10016 |29 [29 |29 |29 |29 10016 [29 |29 |29 |29 |29 10016 |21 |21 |21 |21 |17

G = g5050-2.dat - densidad =80% - k=10- i=9-%,"(G)=11-H(G) = 12

Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado: El mas chico al final:

Sol. Greedy: 12 Sol. Greedy: 13 Sol. Greedy: 12

Bl 0 | 20|40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100 Bl 0 |20 |40 |60 [80 |100
0 12 |12 (12 (12 |12 |12 0 12 112 |12 (12 [12 |12 0 12 112 |12 (12 [12 |12
20 12 {12 |12 |12 |12 |12 20 12 [12 [12 |12 |12 |12 20 12 [12 [12 |12 |12 |12
40 f12 (12 (12 |12 |12 |12 40 |12 |12 |12 |12 |12 |12 40 |12 |12 |12 |12 |12 |12
60 12 [12 |12 |12 |12 |12 60 12 [12 [12 |12 |12 |12 60 12 [12 [12 |12 |12 |12
80 |12 |12 (12 [12 |12 [12 80 |12 |12 |12 [12 |12 |12 80 |12 |12 |12 [12 [12 |12
of12 {12 [12 |12 [12 |11 ofl12 |12 [12 |12 [12 |13 10f12 |12 [12 |12 |12 |11
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G = g5050-3.dat - densidad=60% - k=7- i=5-%,(G)=9-H(G) =12

Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado: El mas chico al final:

Sol. Greedy: 13 Sol. Greedy: 13 Sol. Greedy: 13

Bl 0 |20 |40 [60 |80 |100 Baf 0 [20 |40 [60 |80 |100 Baf 0 [20 |40 [60 |80 |100
0 13 [13 (13 (13 [13 |13 0 12 112 |12 (12 [12 |12 0 13 |13 |13 (13 [13 |13
20 [12 |12 |12 [13 |12 |12 20 [[12 |12 |12 |12 |12 |12 20 [[12 |12 |12 |12 |12 |12
40 f12 (12 (12 |12 |12 |12 40 |12 |12 |12 |12 |12 |12 40 |12 |12 |12 |12 |12 |12
60 [[12 |12 |12 [12 |12 |13 60 [[12 |12 [12 [12 |12 |12 60 [[12 |12 [12 |12 |12 |12
80 |12 |12 (12 [13 [12 |12 80 |12 |12 |12 [12 |12 |12 80 |12 |12 |12 [12 |12 |12
wof 11 12 {12 |12 |12 |13 of1n 12 [12 |12 |12 |13 wof11 12 [12 |12 |12 |13

G = g5050-4.dat - densidad=40% - k=6- i=0-%"(G)=12-H(G) = 12

Sin orden en los vértices: De mayor a menor grado: El mas chico al final:

Sol. Greedy: 18 Sol. Greedy: 18 Sol. Greedy: 12

Bl 0 |20 |40 [60 |80 [100 Baf 0 [20 |40 [60 |80 |100 Baf 0 [20 |40 [60 |80 |100
0 18 [18 (18 [18 [18 [ 18 0 18 |18 |18 [18 [18 [18 0 12 |12 |12 (12 [12 |12
20 [l12 |18 |12 |18 |12 |12 20 [[13 |14 |14 [15 |16 |18 20 [[12 |12 [12 |12 |12 |12
40 (18 |18 |18 |18 |12 |12 40 (|14 (14 |15 (14 |15 |18 40 |12 |12 |12 |12 |12 |12
60 [[18 |18 |18 [18 |12 |12 60 [[18 |13 |15 [14 |14 |18 60 [[12 |12 [12 [12 |12 |12
80 ||18 |18 |18 [18 [18 [12 80 ||18 |15 |14 [14 |15 [18 80 |12 |12 |12 [12 [12 |12
10018 18 [18 |18 |13 |13 100f18 [18 [14 |13 |13 |18 of12 [12 {12 |12 |12 |12
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G =g5050-5.dat - densidad =20% - k=10- i=7 - x107(G) =13-H(G) =15

Sin orden en los vértices:

Sol. Greedy: 16

De mayor a menor grado:

Sol. Greedy: 18

El mas chico al final:
Sol. Greedy: 16

Bl || O 20 |40 |60 (80 [ 100 Bla|l O (20 |40 [60 |80 100 Bl\a|l O (20 |40 [60 |80 100
0 |16 |16 [16 [16 |16 |16 0 (17 (16 [16 |16 |16 |18 0 [f16 (15 [16 |16 |16 |16
20 |16 |16 [16 [16 |16 |16 20 (|17 |16 |16 [16 [16 |16 20 (|16 |15 |15 [15 [16 |16
40 |16 |16 |16 |16 [16 [16 40 ||17 |16 |16 [16 [16 |16 40 |16 |16 |15 [16 [16 |16
60 ||16 |16 [16 [16 |16 |16 60 (|17 |16 |16 [16 [16 |16 60 (16 |16 |15 [16 [16 |16
80 [f16 [16 |16 |16 |16 |16 80 (17 [16 [16 |16 |16 |16 80 (16 [16 [15 |15 |15 |16
100|116 |16 |16 [16 |16 |16 10017 |16 |16 [16 |16 |17 10016 |16 |15 [16 |16 |16
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