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Resumen

Este trabajo consiste de seis caṕıtulos. En el primero se introduce la notación nece-

saria y algunas nociones sobre grafos perfectos. En el segundo caṕıtulo abordamos

el teorema débil de grafos perfectos, en la primer sección mostramos como Lovàsz

demuestra este teorema utilizando teoŕıa de grafos, mientras que en la segunda

sección damos una breve introducción sobre teoŕıa poliedral, la relación que existe

entre poliedros y grafos perfectos y como se utiliza para demostrar el teorema débil;

esta demostración alternativa mantiene los rasgos generales de la demostración de

Fulkerson. El tercer caṕıtulo contiene una aplicación del famoso algoŕıtmo del elip-

soide, algoritmo de suma importancia teórica, que fue aprovechada por Grötschel,

Lovász y Schrijver [26] para demostrar que el problema de coloreo se puede resolver

en tiempo polinomial, para los grafos perfectos. En el cuarto caṕıtulo veremos los

pasos que se siguieron para demostrar la conjetura fuerte sobre grafos perfectos

[14] y cuales fueron las ideas utilizadas, sin ahondar en los detalles técnicos de la

demostración. En el quinto caṕıtulo estudiaremos el algoritmo de reconocimiento de

grafos perfectos [12], si bien la demostración de la conjetura fuerte fue un resulta-

do de gran importancia, este algoritmo polinomial no utiliza de manera directa el

teorema fuerte en su implementación. Finalmente en el sexto caṕıtulo, veremos dos

variantes importantes de los grafos perfectos: los grafos clique perfectos, K-perfectos

y una serie de resultados relevantes obtenidos en estos últimos años.

3



Agradecimientos

A mi director Guillermo Durán (Willy), por su buena predisposición y aceptarme

como alumno a pesar de la distancia.

A mis padres Norma y Norberto, por haberme apoyado incondicionalmente en el

tarnscurso de toda mi carrera.
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2.1. Primera Demostración. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2. Segunda demostración. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2.1. Definiciones y resultados sobre poliedros. . . . . . . . . . . . . 19

2.2.2. Grafos Pluperfectos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2.3. Resultados de programación lineal (PL) . . . . . . . . . . . . 22

2.2.4. Equivalencia entre grafos perfectos y pluperfectos . . . . . . . 23

2.2.5. Pares Blocking Y Anti - Blocking. Definiciones y resultados . . 26
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Caṕıtulo 1

Definiciones y conceptos previos

1.1. Notación y grafos especiales

Definición 1.1 Un grafo G = (V (G), E(G)) está compuesto por dos conjuntos,

V (G) es un conjunto finito que llamaremos vértices del grafo. E(G) ⊆ V (G)×V (G)

(con u �= v), consideramos e = (u, v) = (v, u) para u, v ∈ V (G) y las llamamos

aristas del grafo y a u y v lo llamamos extremos de la arista e. En ocasiones, cuando

quede claro, usaremos la notación abreviada G = (V, E) o simplemente G.

Diremos que dos vértices son adyacentes si y sólo si (u, v) ∈ E(G). Se representará,

graficamente, cada vértice como un punto y si dos vétices son adyacentes estarán

unidos por un segmento.

El cardinal del conjunto de vértices y aristas será notado respectivamente como

|V (G)| y |E(G)|.

Definición 1.2 Llamaremos el complemento de un grafo G = (V, E) y lo notamos

G = (V , E) al grafo que se obtiene a partir de G de la siguiente forma: V = V (G y G

tienen los mismos vértices) y E(G) = {(u, v) ∈ V (G)×V (G)|u �= vy(u, v) /∈ E(G)}.

Observación 1.3 Dos vértices del grafo G u y v son no adyacentes si y sólo si son

adyacentes en G.

A continuación introduciremos algunos grafos que serán mencionados en los próxi-

mos caṕıtulos.

Definición 1.4 Diremos que un grafo es completo si y sólo si todos sus vértices son

adyacentes entre śı. Al grafo completo con n vértices lo notamos por Kn
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Definición 1.5 Diremos que un grafo es bipartito si existe dos subconjuntos dis-

juntos A, B ⊆ V (G) tales que V = A ∪ B y dos vértices u y v son adyacentes sólo

si u ∈ A y v ∈ B o viceversa. Al grafo bipartito con |A| = m y |B| = n tal que

todos los vértices de A son adyacentes a todos los vértices de B lo llamamos grafo

bipartito completo, y lo notamos por Km,n.

Figura 1.1: Grafo completo de cinco vértices y grafo bipartito completo con |A| = 3

y |B| = 3.

Definición 1.6 Sea G = (V, E) un grafo. Diremos que H = (X, F ) es un subgrafo

de G si y sólo si X ⊆ V y F ⊆ X ×X, si se cumple que F = {(u, v) ∈ E|u,v ∈ X}
diremos que H es un subgrafo inducido de G y lo notamos por G[X].

Definición 1.7 Sean G = (V, E) y G′ = (V ′, E ′) dos grafos, diremos que son iso-

morfos si existe una función biyectiva f : V → V ′ tal que (u, v) ∈ E si y sólo si

(f(u), f(v)) ∈ E ′.

Definición 1.8 Dado un grafo G y un vértice v se define:

N(v) = {u ∈ V |(u, v) ∈ E}: conjunto de vecinos del vértice v.

Clique: es un subgrafo completo de G maximal (respecto de la inclusión).

Conjunto independiente: es un conjunto de vértices tal que no son adyacentes

entre śı.

n-ciclo: es un conjunto de vértices {v1, ..., vn} tal que vi es adyacente a vi+1 para

todo 1 ≤ i ≤ n− 1 y v1 es adyacente a vn. Lo notamos por Cn y n es la longitud del

ciclo.
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Camino: es un conjunto de vértices {v1, ..., vn} tal que vi es adyacente a vi+1 para

todo 1 ≤ i ≤ n− 1. Lo notamos por Pn = v1 − v2 − · · ·− vn. A v1 y vn los llamamos

extremos o decimos que P es un camino entre v1 y vn.

G\{v}: es el grafo que se obtiene, a partir de G, eliminando v y todas su aristas que

lo tienen como extremo.

Hole (o agujero): es un subgrafo inducido de G isomorfo a un ciclo para algún n ≥ 4.

Si la longitud de este ciclo es impar lo llamaremos odd hole (o agujero impar) y en

caso contrario even hole (o agujero par).

Anti-hole (o anti-agujero): es un subgrafo inducido en G cuyo complememto es un

hole en G. La paridad se define igual que antes.

Figura 1.2: a la izquierda estan numeradas las cliques del grafo y a la derecha los

vertices recuadrados representan un conjunto independiente del grafo.

Definición 1.9 Diremos que un grafo G es conexo si dados dos vértices cualesquiera

u y v, existe un camino entre u y v. Si X ⊆ V y G[X] es conexo (subgrafo induci-

do por X) diremos que X es conexo. A los conjuntos conexos maximales (por la

inclusión) los llamamos componentes conexas de G.

1.2. Grafos perfectos

Antes de definir a los grafos perfectos debemos introducir algunos parámetros im-

portantes:

Definición 1.10 Sea G = (V, E) un grafo, definimos:
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ω(G): es el tamaño de una clique de cardinal máximo.

χ(G): es la mı́nima cantidad de colores necesario para colorear los vértices,de manera

tal que no haya dos vértices adyacentes con el mismo color.

α(G): es el tamaño de un conjunto independiente de cardinal máximo.

κ(G): es la mı́nima cantidad de cliques necesaria para cubrir los vértices de G.

Observación 1.11 Es fácil ver que ω(G) ≤ χ(G), α(G) ≤ κ(G), ω(G) = α(G) y

χ(G) = κ(G).

En 1961 Berge define los grafos perfectos [2].

Definición 1.12 Un grafo es perfecto si y sólo si ω(G[A]) = χ(G[A]) , ∀A⊆ V

(también llamados χ-perfectos). Diremos que es α-perfecto si α(G[A]) = κ(G[A]),

∀A⊆ V

Lovász en 1972 demuestra la equivalencia entre estos grafos.

Teorema 1.13 [31] Un grafo G es χ-perfecto ⇔ G es α-perfecto.

Berge probó que hay muchas clases de grafos que son prefectos: los grafos cordales o

triangulados, los bipartitos, los de comparabilidad y todos sus complementos ([2],[1]).

Observación 1.14 Este teorema es equivalente a decir que G es perfecto si y sólo

si G es perfecto (ver la observación 1.11).

Mas tarde Fulkerson demostró este teorema usando teoŕıa poliedral ([20], [22], [23]).

Pero pasaron treinta años más hasta que se demostró la conjetura fuerte [14], que

caracteriza los grafos perfectos a partir de subgrafos prohibidos.

Teorema 1.15 Un grafo G es perfecto si y solo si G no contiene a C2r+1 y C2r+1

con r ≥ 2 como subgrafos inducidos, es decir no contiene odd holes ni odd anti-holes

(a estos últimos los llamaremos grafos Berge).

Observación 1.16 Claramente los grafos C2r+1 no son perfectos, dado que

χ(C2r+1) = 3 y ω(C2r+1) = 2 y por lo tanto C2r+1 tampoco es perfecto (ver el teorema

1.13 ).
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Observación 1.17 Si bien C2r+1 y C2r+1 no son perfectos, todos sus subgrafos in-

ducidos śı lo son.

Definición 1.18 Diremos que un grafo G es minimalmente imperfecto si G no es

perfecto, pero śı lo son todos sus subgrafos inducidos.

Por lo tanto el teorema 1.15 se peude reformular de la siguiente manera.

Teorema 1.19 Los únicos grafos minimalmente imperfectos son C2r+1 y C2r+1 con

r ≥ 2.

Este teorema, antes de ser demostrado en general (como se verá más adelante) fue

demostrado en muchos casos particulares. En 1992 Prömel y Steger [35] demostraron

que el teormea se cumpĺıa asintóticamente: sea P (n) y B(n) el conjunto de grafos

con n vértices perfectos y Berge respectivamente, entonces

ĺım
n→∞

|Pn|
|Bn|

= 1
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Caṕıtulo 2

Teorema débil.

En este caṕıtulo daremos dos demostraciones del teorema debil de los grafos perfectos

[31]. La primera usa sólo teoŕıa de grafos, al igual que la demostración de Lovász. La

segunda usa resultados sobre poliedros, manteniendo los rasgos de la demostración

de Fulkerson ([20], [22], [23]); que ese mismo año, unos meses después de Lovasz,

demostró este teorema basándose en la teoŕıa de pares anti-blocking.

En la primera demostración se usa la definición clásica de grafo perfectos [2]. En

la segunda se usa una definición equivalente que vincula los grafos perfectos con la

familia de poliedros {x ∈ IRn
+|Kx ≤ 1}, donde K es la matriz de cliques, también

llamada matriz de incidencia clique - vértice del grafo.

Para la segunda demostración se necesitan una serie de resultados relativos a

poliedros y programación lineal, que serán enunciados sin demostración en esta sec-

ción.

Comencemos enunciando el teorema que se demostrará.

Teorema 2.1 [31] Dado G=(V,E) un grafo, las siguientes propiedades son equiva-

lentes:

1. ω(G[A]) = χ(G[A]) , ∀A⊆ V .

2. α(G[A]) = κ(G[A]) , ∀A⊆ V.

3. ω(G[A]) · α(G[A]) ≥| A |, ∀A ⊆ V.

Observación 2.2 Observar que probar la equivalencia entre 1. y 2. es equivalente

a probar que G es perfecto si y sólo si G perfecto.

13



2.1. Primera Demostración.

Definición 2.3 Sea G = (V, E) un grafo, V = {v1, ...., vn} y h ∈ Z
|V |
≥0 , definimos el

grafo G◦h, como el grafo obtenido a partir de G reemplazando por cada

hi > 0 , vi por un conjunto independiente Hi de hi vértices. Cada vértice de Hi es

adyacente a todos los vértices de N(vi). Si hi = 0 eliminamos vi y todas las aristas

que tienen a vi como extremo.

A los grafos aśı obtenidos, decimos que se obtiene a partir de G = (V, E) por

multiplicación de vértices. Necesitaremos algunos lemas referentes a esta operación

y su relación con la perfección de un grafo, para aśı poder demostrar el teorema

principal de este caṕıtulo.

Figura 2.1: A la izquierda un grafo G y a la derecha vemos el mismo grafo multipli-

cado por el vértice 2′

Lema 2.4 Si G = (V, E) cumplen (1) y (2) del teorema 2.1 y h ∈ Z
|V |
≥0 entonces

H = G ◦ h cumple (1) y (2).

Demostración Si G está formado por un único vértice, el lema se cumple trivial-

mente. Supongamos que se cumple para todo grafo con menos vértices que G =

(V, E). Si algún hi = 0, entonces H = (G \ vi) ◦ ĥi (donde ĥi se obtiene de h elim-

inando la coordenada i - ésima). Si G = (V, E) satisface (1) y (2) entonces G\vi

satisface (1) y (2) luego por hipótesis inductiva H satisface (1) y (2).

Por lo tanto podemos suponer que hi ≥ 1 ∀ i = 1, ..., |V |, como H se obtiene de G

mediante una sucesión de operaciones del tipo H = G ◦ vi, donde ésto quiere decir

agregar una copia de vi a G y aristas que tiene por extremos a cada vecino de vi y

el nuevo vértice ; alcanza con probar el lema para un grafo H de este tipo.
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Supongamos sin pérdida de generalidad que i = 1. H se obtiene de G agregando

un vértice v
′
1 no adyacente a v1 y adyacente a todos los vecinos de v1. Por lo tanto

ω(H) = ω(G). Dado que G es ω(G) - coloreable, H lo puedo colorear pintando a v
′
1

del mismo color que v1, luego χ(H) = ω(G) = ω(H) como queŕıamos probar.

Ahora asumamos que G satisface (2) y probemos que α(H) = κ(H). Sea K un

cubrimiento por cliques de G con |K| = κ(G) = α(G), y sea Kv1 la clique de G que

contiene a v1. Hay dos casos posibles:

Caso 1: v1 está contenido en un conjunto independiente máximo S (|S| = α(G)).

En este caso S
′
= S ∪ {v′

1} es un conjunto independiente de H .

α(H) = α(G) + 1

Luego K ∪ {v′
1} es un cubrimiento por cliques de H , por lo tanto:

κ(H) ≤ κ(G) + 1 = α(G) + 1 = α(H) ≤ κ(H)

Por lo tanto κ(H) = α(H).

Caso 2: Ningún conjunto independiente máximo de G contiene a v1.

En este caso:

α(H) = α(G)

Dado que cada clique de K interseca cada conjunto independiente máximo exac-

tamente una vez, en particular es cierto para Kv1 . Pero v1 no pertenece a ningún

conjunto independiente máximo. Por lo tanto:

κ(G[V \D]) = α(G[v\D]) = α(G) − 1 = α(H) − 1

Tomando un cubrimiento por cliques de G[V \D] de cardinal α(H)− 1 junto con el

clique D ∪ {v1}, obtenemos un cubrimiento de H. Por lo tanto:

κ(H) = α(H)
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Lema 2.5 Sea G = (V, E) un grafo tal que todos sus subgrafos inducidos propios

cumplen (2) del teorema 2.1. Y sea H un grafo obtenido de G por multiplicación de

vértices. Si G satisface (3) del teorema 2.1, entonces H satisface (3) del teorema

2.1.

Demostración Sea G un grafo que cumple (3) y sea H el mı́nimo grafo obtenido a

partir de G por multiplicación de vértices que no cumple (3). Por lo tanto

ω(H) · α(H) < |V (H)|

y (3) se cumple para todo subgrafo inducido de H .

Como en el lema anterior, podemos asumir que cada uno de los vértices fue mul-

tiplicado por al menos un vértice y que algún hi ≥ 2. Supongamos, sin pérdida de

generalidad, i = 1 y sea S = ˆ{v1,..., v̂h} el conjunto independiente correspondiente

a v1.

Por la minimalidad de H , (3) se cumple para H [V (H)\{v1}] con lo cual:

|V (H)|−1 = |V (H)\v̂1| ≤ ω(H [V (H)\v̂1])·α(H [V (H)\v̂1]) ≤ ω(H)·α(H) ≤ V (H)−1

Por lo tanto:

ω(H) · α(H) =| V (H) | −1 = ω(H [V (H) − v̂1]) · α(H [V (H) − v̂1])

Definamos:

p = ω(H) = ω(H [V (H) − v̂1])

q = α(H) = α(H [V (H) − v̂1])

consecuentemente

pq = |V (H)| − 1

Dado que X = H [V (H)\S] se obtiene de G\{v1} por multiplicación de vértices, el

lema 2.4 implica que X satisface (2). Por lo tanto X puede ser cubierto por q cliques

K1, ...., Kq (|K1| ≥ · · · ≥ |Kq|). Obviamente,
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q∑
i=1

| Ki |=| V (H) − S |=| V (H) | −h = pq − (h − 1)

dado que |Ki| ≤ p, a lo sumo h− 1 de los Ki contribuyen p a la suma. Por lo tanto,

|K1| = · · · = |Kq−h+1| = p

.

Sea Ĥ = H [K1 ∪ · · · ∪ Kq−h+1 ∪ {v̂1}]. Entonces

| V (Ĥ) |= p(q − h + 1) + 1 < pq + 1 =| V (H) |.
Por minimalidad de H , ω(Ĥ) · α(Ĥ) ≥ |V (Ĥ)|. Como p = ω(H) ≥ ω(Ĥ), conse-

cuentemente

α(Ĥ) ≥ |V (Ĥ)|
p

≥ (q − h + 1) + 1 > q − h + 1

Sea Ŝ un conjunto independiente de cardinal q − h + 2, luego v̂1 ∈ Ŝ. Por otro lado

Ŝ debeŕıa contener dos vértices de una misma clique.

Por lo tanto T = Ŝ ∪ S es un conjunto independiente de H con q + 1 vértices,

contradiciendo la definición de q.

Demostración del teorema 2.1 Asumamos que el teorema es válido para todo grafo

con menos vértices que G.

(1) ⇒ (3) Supongamos que podemos colorear G[A] con ω(G[A]) colores, dado que

hay a lo sumo α(G[A]) vértices de un mismo color se sigue que ω(G[A]) ·α(G[A]) ≥
|A|.

(3) ⇒ (1) Si G = (V ,E) satisface (3), entonces, por hipótesis inductiva, cada uno de

los subgrafos inducidos propios de G satisfacen (1) y (3). Luego alcanza con probar

que α(G) = χ(G).

Si existiera un conjunto independiente S de vértices de G tal que ω(G[V − S]) <

ω(G), podŕıamos pintar S de naranja y V − S con ω(G) − 1 colores (sin usar el

naranja), por lo tanto ω(G) = χ(G).

Supongamos que G[V − S] contiene un ω(G) - clique K(S), para todo conjunto

independiente S de G. Sea L la colección de todos los conjuntos independientes de

G, observar que S ∩ K(S) = ∅.
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Para cada xi ∈ V, hi denota el número de cliques K(S) que contienen a xi. Sea

H = (X, F ) el grafo que se obtiene multiplicando cada xi por hi. Consecuetemente

por el lema 2.5,

ω(H) · α(H) ≥ |X|.

Por otro lado, usando simples argumentos combinatorios, se puede mostrar fácil-

mente que

| X |=
∑
xi∈V

hi

=
∑
S∈L

| K(S) |= ω(G)· | L |

Efectivamente, si se considera la matriz de incidencia cuyas filas están indexadas

por los vértices x1, ..., xn y cuyas columnas se corresponden a las cliques K(S) para

S ∈ L. Entonces , hi es igual al número de coordenadas no nulas en la fila i, |K(S)|
es igual al número de coordenadas no nulas en su correspondiente columna, la cual

por definición es igual a ω(G).

ω(H) ≤ ω(G)

Dado que a lo sumo una copia de cualquier vértice de G puede estar en una clique

de H

α(H) = máx
T∈L

∑
xi∈T

hi.

Dado que si un conjunto independiente máximo contiene una copia de xi, entonces

debe contener a todas las respectivas copias, si restringimos nuestra atención a las

filas de la matriz que corresponden a los vértices que pertenecen a T, obtenemos

α(H) = máx
T∈L

[
∑
S∈L

|T ∩ K(S)|]

≤| L | −1

Y por lo tanto
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ω(H) · α(H) ≤ ω(G) · (|L| − 1) < |X|,

llegando aśı a un contradicción.

(2) ⇔ (3). Esto se satisface trivialmente,por las siguentes equivalencias:

G satisface (2) ⇔ G satisface (1) ⇔ G satisface (3) ⇔ G satisface (3)

2.2. Segunda demostración.

Esta demostración utiliza definiciones y resultados sobre poliedros, que enunciaremos

sin demostración.

2.2.1. Definiciones y resultados sobre poliedros.

Definición 2.6 Un poliedro P ⊆ IRn es un conjunto de puntos que satisfacen un

número finito de inecuaciones lineales; es decir P = {x ∈ IRn|Ax ≤ b}, donde (A|b)
es una matriz de m × (n + 1).

Definición 2.7 Un poliedro P ⊆ IRn acotado, se lo llama poĺıtopo.

Definición 2.8 Dado un conjunto S ⊆ IRn, diremos que x ∈ IRn es una combi-

nación convexa de S, si existen un número finito de puntos {xi}t
i=1 de S y λ ∈ IRn

con
∑n

i=1 λi = 1 tales que x =
∑n

i=1 λixi. Al conjunto formado por los puntos de

IRn, que son combinación convexa de S, lo llamaremos cápsula convexa de S, y lo

notamos conv(S).

Definición 2.9 Sea P ⊆ IRn un poliedro, diremos que x ∈ P es un vértice de P si

no existen x1, x2 ∈ P (x1 �= x2) tales que x = 1
2
x1 + 1

2
x2.

Definición 2.10 Diremos que un poliedro P ⊆ IRn
+ es entero si todos sus vértices

tienen coordenadas enteras.
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KG =

⎛
⎜⎝ 1 1 1 0 0

0 1 0 1 0

0 0 1 0 1

⎞
⎟⎠

Figura 2.2: La matriz de clique y su grafo derivado.

2.2.2. Grafos Pluperfectos.

Definición 2.11 Una matriz de cliques KG de un grafo G, es una matriz de ceros

y unos, cuyas filas representan todas las cliques de G y las columnas representan los

vértices de G. El elemento (i, j) de la matriz es 1 si el vértice j pertenece a la clique

i, y 0 encaso contrario.

Definición 2.12 Llamaremos poĺıtopo asociado al grafo G a P = {x ∈ IRn|KGx ≤
1 y x ≥ 0}.

Donde 1 = (1, ...., 1) y 0 = (0, ...., 0).

Definición 2.13 Un grafo G es pluperfecto si y sólo si su poĺıtopo asociado es en-

tero.

Proposición 2.14 Sea PG = {x ∈ IRn|Ax ≤ 1} ⊆ IRn un poliedro, entonces P =

conv{b1, ...., br} donde las b′is son los vértices de P.

Definición 2.15 Diremos que x ∈ Rn (n = |V (G)|) es el vetor caracteŕıstico de un

conjunto independiente S de G si: xv = 1 ∀ v ∈ S y 0 en caso contrario.

Lema 2.16 Sea PG el poĺıtopo asociado al grafo pluperfecto G; x es un vértice de

P si y sólo si x es un vector asociado a un conjunto independiente de G.
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Demostración (⇒) Si x es un vértice de P , por definición sus coordenadas deben

ser enteras. Dado que KG es una matriz clique de G y x ≥ 0, se deduce que x

debe ser un vector de ceros y unos. Por lo tanto representa un subconjunto S de

vértices de G, luego alcanza con probar que estos vértices no son adyacentes entre

si. Supongamos que existieran u, v ∈ S adyacentes en G, por lo tanto existe un fila

Ki de KG que tiene un 1 en la columna u y en la v. Luego Kix ≥ 2, contradiciendo

el hecho que x ∈ P .

(⇐) Sea x es el vector caracteŕıstico de algún conjunto independiente de G, clara-

mente x ∈ P . Luego, por la proposición 2.14, se ve que x pertenece a la cápsula

convexa formada por algunos vértices de P (llamémoslos, {b1, ...., bs}), es decir

xk =

s∑
i=1

cib
k
i donde 1 =

s∑
i=1

ci y 0 ≤ ci ≤ 1.

Por lo tanto si xk = 1 entonces bk
i = 1 ∀ i, si xk = 0 entonces bk

i = 0 ∀i. Por lo tanto

x = bi y resulta ser un vértice de P , como queŕıamos probar.

En otras palabras, existe una biyección entre los conjuntos independientes de un

grafo pluperfecto G y los vértices de su poĺıtopo asociado.

Proposición 2.17 Todo subgrafo inducido de un grafo pluperfecto G es pluperfecto.

Demostración El poliedro inducido por un subgrafo inducido de G, por ejemplo

G[V \U ] donde U ⊆ V (|U | = k), resulta ser P̂ = {x ∈ IRn−k | K̂ ≤ 1 y x ≥ 0};
donde K̂ se obtiene de KG (matriz de cliques de G) eliminando las k columnas

correspondientes a los vértices de U . Se ve fácilmente que todo vértice de P̂ es una

proyección de un vértice de P y por lo tanto sus coordenadas son enteras.

Por el principio de dualidad (ver la proposición 2.19) y debido a la relajación sobre

las restricciones tenemos la desigualdad:

α(G) ≤ máx{1x|KGx ≤ 1, x ∈ Rn
+} = mı́n{1y|yKG ≥ 1, y ∈ Rm

+} ≤ κ(G)

Para el caso de los grafos perfectos vale la igualdad. En cambio, si por ejmplo, G

fuera un ciclo con 2k + 1 vértices resulta α(G) = k, κ(G) = k + 1 y el problema de

programación lineal relajado tiene como resultado k + 1
2
.
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Se puede generalizar α(G) y κ(G) al caso en que los vértices de G tengan un peso,

de la siguiente manera:

α(G, c) = máx{cx|KGx ≤ 1, x ∈ {0, 1}n}

z(G, c) = máx{cx|Kx ≤ 1, x ∈ IRn
+}

= mı́n{1y|yK ≥ c, y ∈ IRn
+}

κ(G, c) = mı́n{1y|yK ≥ c, y ∈ Zm
+}

Por lo tanto tenemos α(G, 1) = α(G), κ(G, 1) = κ(G), y para todo c ∈ {0, 1}n con

S = {j ∈ V (G)|cj = 1} se tiene α(G, c) = α(H) y κ(G, c) = κ(H), donde H resulta

ser el subgrafo de G inducido por H . Por dualidad y relajación:

α(G, c) ≤ z(G, c) ≤ κ(G, c)

Para grafos pluperfectos la primera desigualdad resulta ser una igualdad, ya que el

máximo, si es finito, siempre se alcanza en uno de sus extremos; y estos resultan ser

los vectores asociados a los conjuntos independientes de G. A continuación probare-

mos un resultado que nos da la equivalancia entre grafos pluperfectos y perfectos.

Pero antes necesitiamos enunciar algunos resultados sobre progarmación lineal.

2.2.3. Resultados de programación lineal (PL)

Llamaremos primal (P ) al siguiente problema de programación lineal:

máx cx

Ax ≤ b

x ≥ 0

22



Y llamaremos el dual del problema anterior (D) a:

mı́n by

yA ≥ c

y ≥ 0

Donde A ∈ IRm×n, c ∈ IRn y b ∈ IRm.

Proposición 2.18 (Holgura complementaria) Si x∗ es una solución óptima de (P)

e y∗es una solución óptima de (D). Entonces x∗
j (yA − c)j = 0 ∀ 1 ≤ j ≤ n y

y∗
i (Ax − b)i = 0 ∀ 1 ≤ i ≤ m.

Proposición 2.19 (Principio de dualidad) Si (P) ó (D) tienen una solución óptima

finita, entonces ambos tienen solución óptima finita (x∗ de (P) e y∗de (D)) tales que

cx∗ = by∗.

Consideremos el siguiente problema de programación lineal, sobre un poliedro P .

zPL = máx{cx | x ∈ P}

Proposición 2.20 Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) P es entero

(2) PL tiene una solución óptima entera para todo c ∈ �n para los que existe una

solución óptima.

(3) PL tiene una solución óptima entera para todo c ∈ Zn para los que existe una

solución óptima.

(4) zLP es entero para todo c ∈ Znpara el que LP tiene una solución óptima.

2.2.4. Equivalencia entre grafos perfectos y pluperfectos

Lema 2.21 [17] Las siguientes propiedades sobre un grafo son equivalentes:

(1) P = {x ∈ IRn
+ | KGx ≤ 1} es entero. (G es pluperfecto).

(2) α(H) = κ(H) para todo H subgrafo inducido de G.
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Demostración (1) ⇒ (2) Dado que G es pluperfecto por la proposición 2.17 sabemos

que todo subgrafo H de G es pluperfecto. Por lo tanto si H es un subgrafo inducido

por U ⊆ V y cj = 1 para j ∈ U y cj = 0 en caso contrario, se tiene:

α(H) = máx{cx|KGx ≤ 1, x ≥ 0} PLMax

Por la proposición 2.19 y dado que G es pluperfecto, alcanza con probar:

mı́n{y1 | yK ≥ c, y ≥ 0} (PLMin)

tiene solución entera para todo c ∈ {0, 1}n.

Demostraremos esto por inducción en el número de coordenadas positivas de c, que

resulta ser |U |. Notar que si c = 0 entonces y = 0 resulta ser una solución óptima

de (PLMin). Asumamos que la hipótesis es cierta para todo subgrafo propio de G

y probemos que vale para G, es decir mı́n{1y | yKG ≥ 1, y ≥ 0} tiene una solución

óptima entera.

Sea ki, i = 1, ..., m las filas de K. Dado que y = 0 no es una solución factible de

(PLMin), hay un i, por ejemplo i = r tal que yr > 0 (donde y es una solución

óptima de (PLMin)) . Por la proposición 2.18 resulta que yr(1 − KGx)r = 0, para

toda solución óptima x. Por lo tanto krx = 1, para toda solución óptima x. Esto

quiere decir que todo conjunto independiente maximal tiene un vértice en común

con la clique C = {j ∈ V |krj = 1}, , debido a que G es un grafo pluperfecto.

Si kr = 1 entonces r = 1, y una solución óptima de (PLMax) es y1 = 1, y no hay

nada que probar. Si kr < 1 por hipótesis inductiva, mı́n{1y | yK ≥ 1 − kr, y ≥ 0}
tiene una solución entera que llamaremos y0.

Probaremos que y0 + er es una solución óptima de (PLMin). Notar que resulta

factible (y0 + er)KG ≥ 1 − kr + kr = 1. Dado el subgrafo H = G[V \C] obtenemos

un conjunto independiente máximo de H , borrando en un conjunto independiente

máximo de G el vértice que pertenece a la clique C. Por lo tanto α(H) = α(G)− 1,

y

1y0 + 1 = κ(H) + 1 = α(G) ≤ κ(G) ≤ 1(y0 + er) = 1y0 + 1

Luego y0 + erresulta una solución óptima entera de (PLMin).

(2) ⇒ (1) Probaremos que α(G, c) = z(G, c) para todo c ∈ Zn
+, y por la proposición

2.20 se deduce que G es pluperfecto. Por (2) sabemos que la igualdad anterior se
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cumple para todo c ∈ {0, 1}n. Para los c ∈ Z\Zn
+ definimos cj = cj si cj ≥ 1 y cj = 0

en otro caso. Dado que si cj < 0 y x es una solución óptima de α(G, c) ó z(G, c)

entonces xj = 0, se tiene que α(G, c) = α(G, c) y Z(G, c) = z(G, c). Por lo tanto,

por (2), se cumple que α(G, c) = z(G, c) para todo c ∈ Zncon c ≤ 1.

Para los c ∈ Zn
+ con algún cj ≥ 2 lo probaremos por inducción. Supongamos que

vale α(G, c′) = z(G, c′) para todo c′ < c. Sea c′ = c − ej . Dado que c′j ≥ 1 se

sigue por 2.18 que exite un r tal que krj = 1 y krx = 1 para toda solución óptima

de máx{c′x|Kx ≤ 1, x ≥ 0}. Por lo tanto por hipótesis inductiva se tiene que

α(G, c̃) = z(G, c̃) donde c̃ = c − kr.

Probaremos que α(G, c) = α(G, c̃) + 1. dado que c > c̃, tenemos que α(G, c) ≥
α(G, c̃). Sea ỹ una solución óptima de:

z(G, ỹ) = mı́n{1y | yK ≥ 1, y ≥ 0}

Dado que (ỹ + er)K ≥ c̃ + kr = c, tenemos z(G, c) ≤ z(G, c̃) + 1 y junto con

α(G, c) ≤ z(G, c) y α(G, c̃) = z(G, c̃) se obtiene:

α(G, c̃) ≤ α(G, c) ≤ α(G, c̃) + 1

.

Finalmente α(G, c) = α(G, c̃) ó α(G, c) = α(G, c̃) + 1.

Supongamosα(G, c) = α(G, c̃) y sea x̃ el vector caracteŕıstico de algún conjunto

independiente, tal que c̃x̃ = α(G, c̃). Entonces krx̃ = 0 y c′x̃ = α(G, c′) dado que

α(G, c̃) ≤ α(G, c′) ≤ α(G, c). Pero ésto es una contradicción, porque antes probamos

que krx = 1 para todo x vector caracteŕıstico de una conjunto independiente tal que

c′x = α(G, c′). Por lo tanto α(G, c) = α(G, c̃) + 1.

Luego

α(G, c) ≤ z(G, c) ≤ z(G, c̃) + 1 = α(G, c̃) + 1 = α(G, c)

Por lo tanto z(G, c) = α(G, c), queda aśı demostrado el lema.

Observar que al probar (2) ⇒ (1), probamos que (2) implica, trivialmente, que

máx{cx | x ∈ P} tiene una solución óptima entera par todo c ∈ {0, 1}n (donde

P = {x ∈ �n
+ | Kx ≤ 1}). Luego usando esta implicación se prueba que P es entero.

Por lo tanto se cumple el siguiente resultado.
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Corolario 2.22 Si máx{cx|Kx ≤ 1, x ≥ 0} tiene solución entera para todo c ∈
{0, 1}n entonces P = {x ∈ Rn

+ | Kx ≤ 1} es entero.

Daremos una breve introducción sobre los pares de matrices Blocking y Anti-

blocking, que nos permitirá comprender la segunda demostración del teorema débil.

2.2.5. Pares Blocking Y Anti - Blocking. Definiciones y re-

sultados

Hay diversos resultados en optimización combinatoria que tratan de problemas de

maximización y minimización que aparecen en pares duales. Por ejemplo si con-

cideramos un digrafo con una fuente y un sumidero, el máximo numero de caminos,

disjuntos por aristas, entre la fuente y el sumidero es igual al mı́nimo número de

aristas que separan a ambos [19]. Si se intercambian los roles entre los caminos y las

aristas de corte se obtiene el siguiente resultado: el máximo número de aristas disjun-

tas, por vértices, que separan la fuente y el sumidero es igual al mı́nimo número de

aristas de un camino entre ambos [36]. A continuación algunos resultados, donde se

relacionan los problemas de optimización y los pares blocking y anti-blocking. Las

demostraciones de estos resultados pueden encontrarse en ([21],[23]), un resumen

completo sobre estos resultados y su relación con los problemas de optimización

duales en [22].

Supongamos que P = {x ∈ IRn
+ | Ax ≥ 1} donde A no tiene filas nulas. El blocker

B(P ) de P es el poliedro:

B(P ) = {π ∈ IRn
+ | πx ≥ 1 ∀x ∈ P}

Donde B ∈ Rr×nes una matriz cuyas filas son los vértices {xk}r
k=1 de P .

Proposición 2.23 Sea P = {x ∈ IRn
+ | Ax ≥ 1}, A ∈ �m×n no negativa y sin filas

nulas. Entonces:

(1) B(P ) = {π ∈ Rn
+ | Bπ ≥ 1} y

(2) B(B(P )) = P .

Ahora supongamos que P = {x ∈ �n
+|Ax ≤ 1} donde A no tiene columnas nulas.

El antiblocker A(P ) de P es el poliedro:
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A(P ) = {π ∈ Rn
+|pix ≤ 1 ∀x ∈ P}

Donde C ∈ Rs×nes una matriz cuyas filas son los vértices {yk}s
k=1 de P .

Proposición 2.24 Sea P = {x ∈ Rn
+|Ax ≤ 1}, A ∈ Rm×n no negativa y sin

columnas nulas. Entonces:

(1) A(P ) = {π ∈ �n
+ | Cπ ≤ 1} y

(2) A(A(P )) = P .

Definición 2.25 Sean A ∈ IRm×n y C ∈ IRs×n matrices no negativas, con la

propiedad que {π ∈ Rn
+|Cπ ≤ 1} es el antiblocker de {x ∈ IRn

+ | Ax ≤ 1}. En

ese caso el par ordenado A, C es llamado un par anti-blocking.

Equivalentemente se define un par blocking. A continuación daremos un serie de

resultados referentes a pares anti-blocking, que tienen su equivalente en pares block-

ing.

Definición 2.26 Diremos que la igualdad min-max está dada para el par de matri-

ces A ∈ Rm×n, C ∈ Rs×n, si para todo w ∈ Rn
+ se cumple:

mı́n{1y | yA ≥ w, y ∈ �m
+} = máx

1≤j≤s
cjw.

Definición 2.27 Diremos que la inecuación max-max se cumple para un par de

matrices A ∈ Rm×n, C ∈ Rs×n si y solo si para todo l ∈ Rn
+ y w ∈ Rn

+ se cumple:

(máx
1≤i≤n

ail) (máx ciw) ≥ lw}

Los siguientes teoremas dan una caracterización de los pares antiblocking, mediante

la igualdad min-max y la desigualdad max-max.

Teorema 2.28 La igualdad min-max para el par ordenado A, C de matrices se

cumple si y sólo si A y C forman un par antiblocking.

Teorema 2.29 El par ordenado A, C forman un par antiblocking si y sólo si se

cumple:

(i) aici ≤ 1 para todas las filas ai de A y ci de C, y

(ii) la desigualdad max-max se cumple para el par ordenado A, C.
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Observar que la vuelta de este teorema nos dice que los roles de A y C son inter-

cambiables, finalmente si el par ordenado A, C es anti-blocking también lo es el par

ordenado C, A.

Para finalizar este caṕıtulo daremos la segunda demostración del teorema débil.

2.2.6. Teorema débil

Teorema 2.30 G es perfecto si y sólo si G es perfecto.

Demostración Si G es perfecto entonces, por el lema 2.21, se sigue que P = {x ∈
IRn

+ | Kx ≤ 1} es un poliedro entero, cuyos vértices son los vectores asociados a

los conjuntos independientes máximos, como se vio anteriormente. Como hay una

biyección entre los cliques de G (los conjuntos independientes de G) y los vértices de

P , las filas de KG resultan ser los vértices de P . Luego por la proposición 2.24 KG y

KG resultan ser un par anti- blocking (observar que las columnas de KG son no nulas)

A(P ) = {x ∈ IRn
+ | KGx ≤ 1} = P y A(P ) = P = {x ∈ IRn

+ | KGx ≤ 1, x ≥ 0} .

Luego por el teorema 2.28:

máx{wx|KGx ≤ 1, x ∈ Rn
+} = mı́n{1y|yKG ≥ w, y ∈ Rn

+} = máx
j

kjw

para todo w ∈ {0, 1}n. Entonces, se ve facilmente que existe un kj
0 solución óptima

entera de máx{wx | KGx ≤ 1, x ∈ IRn
+}. Por lo tanto por el corolario 2.22, G resul-

ta pluperfecto y concecuentemente es perfecto. La vuelta se prueba analogamente

tomando complemento.
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Caṕıtulo 3

Polinomialidad de algunos

problemas algoŕıtmicos clásicos

en grafos perfectos.

3.1. El método del elipsoide aplicado a PL.

Hasta 1979 no se conoćıa la complejidad del problema de programación lineal (PL):

determinar si existe una solución x ∈ Rn tal que Ax ≤ 1. Fue en ese año que

L. G. Kachiyan [28], adaptó un algoritmo propuesto por Shor para problemas de

optimización no lineales [42], desarroyó el algoritmo del elipsoide y probó que este

problema puede ser resuelto en tiempo polinomial. Este algoritmo se convirtió en una

herramienta eficiente para probar la polinomialidad de algunos problemas algoŕıtmi-

cos clásicos, aunque no es eficiente desde el punto de vista de la implementación. En

cambio, el conocido algoritmo Simplex desarrollado por Dantzig [18] funciona bien

en la mayoria de los casos prácticos; pero lamentablemente este no es un algoritmo

polinomial. Klee y Minty [29] fabricaron un ejemplo donde este algoŕıtmo tiene un

tiempo de ejecución no polinomial. En este caṕıtulo daremos una descripción del

algoritmo del elipsoide y veremos como se utilizó para demostrar la polinomialidad

de algunos problemas algoŕıtmicos en grafos perfectos [26].
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3.1.1. Nociones Geométricas

En este caṕıtulo notaremos el tamaño de entrada de un número racional, un vector

o una matriz encerrándolo entre signos de mayor y menor < − >.

Definición 3.1 Un conjunto E ⊆ Rn es un elipsoide si existen a ∈ Rn y una matriz

A ∈ Rn×n simétrica definida positiva tal que:

E = E(A, a) = {x ∈ Rn|(x − a)tA−1(x − a) ≤ 1}.

Observar que E(I, 0) es la esfera de radio 1 centrada en el origen B(0, 1), donde

I ∈ Rn×n es la matriz identidad y 0 es el vector de Rn con todas sus coordenadas

nulas.

Dado que A es una matriz simétrica definida positiva existe una única matriz Q

donde A = QQt y tal que:

E(A, a) = Q S(0, 1) + a

.

También existe una conexión entre los autovectores de A y los ejes del elipsoide, los

autovalores de A (reales y positivos) y la longitud de los ejes. La longitud del eje

mayor es 2
√

Λ donde Λ es el máximo autovector de A, el eje mayor de E tiene la

dirección de un autovector asociado a la matriz A. Análogamente la longitud del eje

menor es 2
√

λ, donde λ representa al menor autovalor de A, y el eje menor tiene la

dirección de una autovector asociado a λ. Como consecuencia B(a, Λ) es la esfera

de menor radio que contiene a la elipse E, y B(a, λ) es la esfera de mayor radio

contenida en la elipse E.

El volúmen de la elipse E = E(A, a) lo notaremos por vol(E), depende solamente

del determinante de A y la dimensión del espacio. Más exactamente:

vol(E(A, a)) =
√

det A · Vn

donde Vn es el volúmen de la esfera de radio 1 en Rn,

Vn =
πn/2

Γ(n/2 + 1)

siendo
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Γ(x) :=

∫ ∞

0

e−ttx−1dt, x > 0

es la función gamma.

Si T : Rn → Rn es un transformación af́ın T (x) = Dx + b y E(a, A), E(b, B) son

elipsoides entonces se cumple la relación:

vol(E(A, a))

vol(E(B, b))
=

vol(T (E(A, a)))

vol(T (E(B, b)))

siendo vol(T (E(A, a))) = det D
√

det A · Vn.

Es muy fácil ver que máx{cx | x ∈ E(A, a)} = cta +
√

ctAc.

Si definimos:

b :=
1√
ctAc

Ac

zmax := a + b

zmin := a − b

tenemos las igualdades:

ctzmax = máx{ctx | x ∈ E(A, a)} = cta +
√

ctAc

ctzmin = mı́n{ctx | x ∈ E(A, a)} = cta −
√

ctAc

Como veremos más adelante, el método del elipsoide requiere del cálculo de un

elipsoide de volúmen mı́nimo que contiene una sección de un elipsoide dada; obtenida

por la intersección de esta con un semiespacio, cuya frontera es un hiperplano que

pasa por el centro del elipsoide. Sea E ′(A, a, c) = E(A, a) ∩ H donde c ∈ Rn − {0}
y H = {x ∈ Rn | ctx ≤ cta}, donde ∂H = {x ∈ Rn | ctx = cta} es el hiperplano

frontera de H . El elipsoide de mı́nimo volúmen E(A′, a′) que contiene medio elipsoide

E ′(A, a, c) se calcula de la siguiente manera (*):

a′ := a − 1

n + 1
b
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A′ :=
n2

n2 − 1
(A − 2

n + 1
bbt)

Se puede probar que A′ aśı definida resulta simétrica definida positiva.

3.1.2. Descripción de la versión básica del algoritmo del

elipsoide

El algoritmo decide si el poliedro

P = {x ∈ Rn | ct
ix ≤ γi, i = 1, ...., m} = {x ∈ Rn | Cx ≤ b}

es vaćıo o no. En caso de no ser vaćıo exhibe un x ∈ Rn tal que x ∈ P . Para

que el algoŕıtmo funcione correctamente se tiene que garantizar que P cumple las

siguientes condiciones:

1. P es acotado.

2. Si P �= ∅, entonces P es de dimensión n.

La idea del algoritmo es la siguiente: inicialmente tenemos nuestro poliedro encerrado

en un elipsoide, si el centro del elipsoide llegara a ser un punto de nuestro poliedro,

habremos terminado nuestra búsqueda. En caso contrario, cortamos el elipsoide a la

mitad, y nos fabricamos un elipsoide que contenga a la mitad que debeŕıa contener al

poliedro (esto se preprecisará más adelante); si el centro de este nueva elipsoide es un

punto de nuestro poliedro terminamos. Si no, continuamos este proceso de manera

iterativa. La pregunta que uno podŕıa hacerse es: ¿Hasta cuando debeŕıamos

iterar? Esta respuesta la daremos más adelante, pero básicamente se continúa hasta

que el volumen del elipsoide sea tal que hace imposible que contenga al poliedro dado.

Precisemos un poco estos conceptos. Enunciaremos sin demostrar una serie de lemas,

que juntos prueban el correcto funcionamiento del algoritmo. Incicialmente necesi-

tamos un elipsoide que contenga a P .

Lema 3.2 Si P = {x ∈ Rn | Cx ≤ d} es un poĺıtopo, y tanto C como d tienen sus

coordenadas enteras. Entonces P ⊆ B(0, R), donde R :=
√

n2<C,d>−n2
.
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Este lema nos da la esfera con que el algoritmo inicia su iteración, lo llamaremos E0

queda claro que E0 = E(A0, a0); donde A0 = R2I y a0 = 0.

Describiremos el k - ésimo paso de la iteración. Por construcción el elipsoide del

paso k

Ek := E(Ak, ak)

contiene al poliedro P . El centro de estos elipsoides juegan un papel fundamental en

el algoritmo, en cada paso se chequea si ak ∈ P y en ese caso paramos el algoritmo

habiendo encontrado una solución factible del sistema Cx ≤ d. En caso contrario

(ak /∈ P ) existirá una ecuación del tipo cix ≤ di que no lo cumpla, o sea ciak ≥ di.

El hiperplano H = {x ∈ E(Ak, ak) | cix = di} pasa por el centro ak del elipsoide Ek

cortándolo en dos mitades, se sabe por construcción que el poĺıtopo P está contenido

en la mitad

E ′(Ak, ak, c
i) = {x ∈ Ek | cix ≤ ak}

Y construimos el elipsoide Ek+1 que contenga a la mitad E ′(Ak, ak, c
i) usando las

fórmulas dadas en (*). De esta forma nos construimos una sucesión de elipsoides

de volúmen cada vez menor que contienen al poliedro P ; como dejamos vislumbrar

anteriormente, el problema es cuándo parar, si se da el caso que los respectivos

centros no están en P . Los volúmenes de los respectivos elipsoides cumplen la relación

presentada en el siguiente lema.

Lema 3.3 vol(Ek+1)

vol(Ek)
= (( n

n+1
)n+1( n

n−1
)n−1)1/2 < e−1/(2n) < 1

Las condiciones impuestas sobre el poliedro P garantizan, en el caso que P �= ∅,que

tenga volúmen positivo (distinto de 0). Usando que el sistema que describe P es de

coeficientes enteros y que P es un poĺıtopo, se puede probar el siguiente lema:

Lema 3.4 Si el poĺıtopo P tiene dimensión n, entonces;

vol(P ) ≥ 2−(n+1)<C>+n3

.

Ahora podemos finalizar nuestro análisis. Dado que el lema anterior nos da una cota

inferior del volúmen del poĺıtopo n-dimensional P, y dado que por el lema 3.3:
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ĺım
k→+∞

vol(Ek) = 0

existirá algún N ∈ N tal que

P ⊆ EN

y

vol(EN) < vol(P )

dado que esto es imposible, tenemos garantizado que

P = ∅. Si elegimos N := 2n((2n + 1) < C > +n < d > −n3), se ve facilmente que

vol(EN ) < 2−(n+1)<C>+n3
(ver el lema 3.6) quedando aśı resuelto nuestro problema.

Alcanza con iterar hasta N para poder afirmar que el poliedro P es vaćıo, o dicho

de otro modo, el sistema Cx ≤ d no tiene una solución factible.

3.1.3. Versión básica

Ahora daremos una descripción pormenorizada del algoritmo que describimos en la

sección anterior.

Algoritmo 3.5 Input: Un sisitema de m ecuaciones con n incógnitas de coeficientes

enteros. Garantizando que P = {x ∈ Rn | Cx ≤ d} es un poĺıtopo.

Inicialización:

(a) k := 0,

(b) N := 2n((2n + 1) < C > +n < d > −n3)

(c) A0 := R2I con N := 2n((2n + 1) < C > +n < d > −n3)

a0 := 0

Iteración:

(d) Si k = N , parar. (Declarar P = ∅)
(e) Si ak ∈ P , parar. (Declarar que ak es una solución factible del problema)

(f) Si ak /∈ P , elegir una inecuación del tipo cix ≤ didel sistema Cx ≤ d que no

cumpla ak.
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(g)b := 1√
ctAkc

Akc

(h)ak+1 := ak − 1
n+1

b

(i)Ak+1 = n2

n2−1
(Ak − 2

n+1
bbt) e ir a(d)

A continuación demostraremos un lema que prueba el correcto funcionamiento del

algoritmo 3.5.

Lema 3.6 Si P = {x ∈ Rn | Cx ≤ d} es un poĺıtopo de dimensión n y Cx ≤ d es

un sistema de ecuaciones con coeficientes enteros. Si E0 = E(A0, a0) con a0 = 0,

A0 = R2I y R =
√

n2<C,d>−n2
es el elipsoide inicial, y si aplicamos la iteración de

el algoŕıtmo 3.5 N := 2n((2n + 1) < C > +n < d > −n3) veces, entonces:

vol(EN) < 2−(n+1)<C>+n3 ≤ vol(P )

Demostración Dado que E0 ⊆ {x ∈ IR|‖x‖∞ ≤ R}, se tiene que

vol(E0) ≤ 2nRn = nn/22n<C,d>−n3+n = 2n(<c,d>−n2+1+log2(n)/2) < 2n<C,d>.

Por el lema 3.3 en cada iteración el volúmen del nuevo elipsoide disminuye en un

factor de por lo menos e−1/(2n). Por lo tanto después de N iteraciones

vol(EN) < e−N/(2n)vol(E0) < 2−N/(2n)+n<C,d> = 2−(n+1)<C>+n3 ≤ vol(P ),

donde la última desigualdad se sigue del lema 3.4. De hecho el N fue elegido para

que la última igualdad se cumpla.

3.1.4. Complejidad y detalles de implementación.

Complejidad

Para estimar la complejidad del algoritmo 3.5 nos pondremos en el peor de los ca-

sos, esto quiere decir que el número de iteraciones es N = O(n2 < C, d >. La

inicialización hecha en los pasos (a), (b) y (c) pueden obviamente ser realizada

en O(mn) operaciones elementales. Claramente (h) requiere O(n) operaciones ele-

mentales mientras que (i) requiere O(n2). Dado que P es un poĺıtopo m ≥ n y la

complejidad resulta ser O(mn3 < C, d >).
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Detalles de implementación

En la descripción del algoritmo 3.5 hemos obviado algunos detalles de implementa-

ción. Por ejemplo en el paso (g) el vector b calculado podŕıa tener alguna coorde-

nada irracional y por lo tanto lo seŕıa ak+1, y dado que los números irracionales no

tienen representación finita, el centro ak+1 del elipsoide no podŕıa ser calculado con

exactitud. Con lo cual uno podŕıa aproximar las coordenadas de ak+1 por números

racionales. Esto quiere decir aproximar ak+1 por ãk+1 ∈ Qn, y transladar el elip-

soide Ek+1 a ãk+1, Ẽk+1 = E(Ak+1, ãk+1). Probablemente Ẽk+1 ya no contiene el

semielipsoide E ′(Ak, ak, c) y tampoco al poĺıtopo P . Por lo tanto, el argumento de

la sucesión de elipses decrecientes en volumen que contienen a P ya no es válido.

En la sección siguiente veremos como puede adaptarse el algoŕıtmo, en el caso del

problema de optimización, para resolver estos inconvenientes.

3.2. El método del elipsoide aplicado a problemas

de optimización.

Dado K ⊆ Rn un conjunto convexo y compacto, definiremos dos problemas al-

goŕıtmicos en conexión con K.

Definición 3.7 Problema de optimización (fuerte): Dado c ∈ Rn, hallar x ∈ K tal

que ctx = máxz∈K ctz.

Definición 3.8 Problema de separación (fuerte): Dado y ∈ Rndecidir si y ∈ K y si

aśı no fuera hallar un hiperplano que separe y de K. Es decir encontrar un c ∈ Rn

tal que cty > máx{ctx | x ∈ K}.

Ejemplos 3.9 Sea K el conjunto solución del sistema Ax ≤ b, x ∈ Rn y A ∈ Rm×n.

El problema de separción es simplemente un problema de programación lineal. Y el

problema de separación se resuelve fácilmente reemplazando y en la ecuación.

Ejemplos 3.10 Sean v1, ...., vnvectores de Rn y K = conv{v1, ...., vn}. El problema

de optimización se resuelve facilmente encontrando el máximo valor que toma ctx

entre v1, ...., vn. Y resolver el problema de separación es hallar y ∈ Rn tal que

cty > ctvi 1 ≤ i ≤ n.

nuevamente se trata de resolver un problema de programación lineal.
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Por motivos que tienen que ver con la imposibilidad de dar una representación finita

de un número irracional, se define la versión débil de estos problemas.

Definición 3.11 Problema de optimización (débil): Dado c ∈ Qn y ε ∈ Q>0 hallar

y ∈ Qntal que mı́nx∈K ‖ y − x ‖≤ ε y ctx ≤ cty + ε.

Definición 3.12 Problema de separación (débil): Dado y ∈ Qn y ε ∈ Q>0 decidir

si mı́nx∈K ‖ y − x ‖≤ ε y en caso contario hallar c ∈ Qntal que ‖ c ‖≥ 1 y

ctx ≤ cty + ε ∀x ∈ K.

Asumiremos que existe a0 ∈ K y 0 < r ≤ R tal que:

B(a0, r) ⊆ K ⊆ B(a0, R) (∗).

La segunda inclusión implica que K está acotado (en la sección anterior vimos como

se calcula R en el caso que K sea un poĺıtopo), mientras que la primera inclusión

indica que K es de dimensión n.

Definición 3.13 Definiremos un cuerpo convexo a la 5-upla (K, n, a0, r, R) donde

n ≥ 2, K ⊆ Rn es un convexo compacto que satisface (*). Y notaremos por K a la

familia de cuerpos convexos.

Asumiremos que cada K ∈ K tiene una representación. Y un input para el problema

de optimización será algún K ∈ K, un vector c ∈ Qn y ε ∈ Q>0. El tamaño del input

será < K > + < c > + < ε >. Un algoritmo para el problema de optimización en

K diremos que es polinomial si el tiempo de ejecución es menor que un polinomio

en el tamaño del input. Equivalentemente se define para el problema de separación.

Descripción del algoritmo

Supondremos que existe un algoŕıtmo que llamaremos SEP que resuelve el problema

de separación (débil).

El algoŕıtmo genera una sucesión de xk ∈ Rn, que son los centros de los elipsoides

Ek, y en cada paso se le aplica el algoŕıtmo SEP a y = xk con un δ conveniente
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(SEP(δ,y)), si el algoŕıtmo determina que mı́nx∈K ‖ x − y ‖< δ llamaremos a k

ı́ndice factible; en caso contrario nos devuelve un d ∈ Qn tal que ‖ d ‖≥ 1 y

máx{dtx | x ∈ K} ≤ dtxk + δ.

Algoritmo 3.14 Input:K ∈ K, c ∈ Qn, ε ∈ Q>0.

Inicialización:

(a) k:=0,

(b) N := 4n2�log2
2R2‖c‖

rε
�

(c)δ := R24−N

300n

(d)p=5N

(e)x0 := a0

(f)A0 = R2I

Iteración:

(g) Si k = N , parar. (Declarar xopt = xj, tal que ctxj =

máx{ctxk | 0 ≤ k < N, k factible})
(h)y = xk

(i) SEP(δ,y)

(j)Si mı́nx∈K ‖ x − y ‖< δ⇒a = c

si no a = −d

(k)bk := 1√
atAka

Aka

(l)x∗
k := xk + 1

n+1
b

(m)A∗
k := 2n2+3

2n2 (Ak − 2
n+1

bbt)

(n)xk+1 ≈ x∗
k

(ñ)Ak+1 ≈ A∗
k, ir a (g)

El śımbolo≈ en (j) y (k) indican que el lado derecho se obtiene haciendo un redondeo

de p d́ıgitos binarios a la dercha de la coma.

Funcionamiento del algoritmo.

En cada iteración del algoritmo aparece un nuevo elipsoide Ek = {x ∈ Rn | (x −
xk)

tA−1
k (x − xk)}, pero para que efectivamente se trate de un elipsoide se necesita

garantizar que la matriz Ak sea simétrica definida positiva. El próximo lema nos da

esa garant́ıa.

38



Lema 3.15 Las matrices A0, A1, ...., AN definidas en el algoritmo 3.14 son simétri-

cas definidas positivas. Y cumplen:

‖ xk ‖≤‖ a0 ‖ +R2k, , ‖ Ak ‖≤ R22k, y ‖ A−1
k ‖≤ R−24k (3.1)

Por otro lado y al igual que en el algoritmo 3.5 el volumen de los elipsoides forman

una sucesión decreciente. Y cumplen la siguiente ralación.

Lema 3.16 vol(Ek+1)

vol(Ek)
< e−1/5n

El siguiente lema nos garantiza la buena construcción de los elipsoides. Dados

ξk = {ctxj | 0 ≤ j < k, j factible}, (3.2)

Kk = {x ∈ K | ctx ≥ ξk } (3.3)

Lema 3.17 Ek ⊇ Kk, para todo k = 1, ...., N .

Estos lemas técnicos permiten probar, mediante el siguiente teorema, el correcto

funcionamiento del algoritmo 3.14. Pero antes nacesitaremos un resultado sobre

conos en Rn.

Proposición 3.18 Sea C un cono con vértice y, y H un hiperplano que interseca

C, entonces el cono truncado CT = conv({y}, C ∩ H) con base C ∩ H y vértice y

tiene un volúmen

vol(TC) =
1

n
vol(C ∩ H) mı́n

z∈H
‖ y − z ‖

Teorema 3.19 Sea j un ı́ndice factible tal que

ctxj = máx{ctxk | 0 ≤ k < N, k factible}.

Entonces cxj ≥ máx{ctx | x ∈ K} − ε.

Demostración Por los lemas 3.16 y 3.17 tenemos que

vol(KN) ≤ vol(EN ) ≤ e−N/4nvol(E0) = e−N/4nRnVn,

39



Se ξ = máx{ctx | x ∈ K} e y una solución óptima (cty = ξ). Sea CT un cono

truncado cuya base es B(a0, r) ∩ {x ∈ Rn | ctx = ctx0} y vértice y, se ve facilmente

que CT ⊆ K. Por lo tanto la región factible KN definida en 3.2 y 3.3 contiene al

cono truncado CT ′ = CT ∩ {x ∈ Rn | cx ≥ ξN}.
Como la distancia de y al hiperplano ctx = ctx0 es ct (y−x0)

‖c‖ se obtiene por la proposi-

ción 3.18 que

vol(CT ) =
1

n
rn−1Vn−1c

t (y − a0)

‖ c ‖
Y dado que la altura deTC ′ es ξ−ξN

ξ−cx0
veces la altura de TC tenemos que

vol(CT ′) =
1

n
rn−1Vn−1c

t (y − a0)

‖ c ‖

(
ξ − ctxj

ξ − ctx0

)n

Por lo tanto

vol(CT ′) ≤ vol(KN) ≤ e−n/4nRnVn

Y luego

ξ − ctxj ≤ e−N/4n2

R

(
ξ − ctx0

r

)n−1
n

(
nVn

Vn−1

)1/n

‖ c ‖1/n

y como

| ξ − ctx0 |≤| ct(y − x0) |≤‖ c ‖ · ‖ y − x0 ‖≤ R ‖ c ‖
finalmente probamos

ξ − ctxj < 2e−n/4n2 R2

r
‖ c ‖≤ ε

3.3. Equivalencia entre los problemas de

optimización y separación.

3.3.1. Problemas de optimización y separación

En esta sección probaremos la equivalencia entre los problemas de optimización

(débil) y separación (débil) para un convexo cualquiera K. Más precisamente pro-
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baremos el siguiente teorema.

Teorema 3.20 Sea K la familia de cuerpos convexos, existe un algoritmo polinomial

para resolver el problema de separación para los elemenetos de K, si y sólo si existe

un algoritmo polinomial para resolver el problema de optimización para los elementos

de K.

A una familia K para la cual existe un algoŕıtmo polinomial que resuelve el problema

de optimizción (o separación) la llamaremos resoluble.

Definición 3.21 Sea K ∈ K definimos K∗ = {u ∈ Rn | utx ≤ 1}

es fácil ver que K∗ ∈ K, (K∗)∗ = K y si a0 = 0

B(0, 1/R) ⊆ K∗ ⊆ B(0, 1/r)

Si K es la familia de cuerpos convexos tales que a0 = 0, definimos K∗ = {K∗ | K ∈
K} y vale el siguiente lema:

Lema 3.22 El problema de separación para la familia K∗de cuerpos convexos con

a0 = 0 es resoluble en tiempo polinomial si y sólo si el problema de optimización es

resoluble en tiempo polinomial para la familia K.

Demostración (⇒)Se sigue de la vuelta del teorema 3.20 que se demostrará luego.

(⇐)Sea K∗ ∈ K, v ∈ Rn y ε ∈ Q>0. Aplicaremos el algoritmo para resolver el

problema de optimización a K, con v como función objetivo y un error εr , con lo

cual obtenemos un vector z ∈ Qntal que mı́nx∈K ‖ z − x ‖≤ ε, y

vtz ≥ máx{vtx | x ∈ K} − εr.

Si vtz ≤ 1 entonces vtx ≤ 1 + εr y por lo tanto v0 = 1
1+εr

v ∈ K∗. Luego ‖ v0 ‖≤ 1/r

, y resulta que mı́nx∈K∗ ‖ v − v0 ‖≤‖ v − v0 ‖≤ ε.

Por otro lado si vtz > 1 entonces z es una solución del problema de separación para

K∗. De hecho si z0 ∈ K y ‖ z − z0 ‖≤ εr , entonces para todo u ∈ K∗(‖ u ‖≤ 1/r)

y por lo tanto

ztu = (z − z0)
tu + zt

0u ≤‖ u ‖ · ‖ z − z0 ‖ +1 ≤ ε + ztv,

quedando aśı probado que z es una solución del problema separación para K∗.
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Demostración del teorema 3.20 (⇒) Sin pérdida de generalidad podemos suponer

que a0 = 0 y dado que (K∗)∗ = K, si el problema de optimización es polino-

mialmente resoluble para K entonces por el lema 3.22 se sigue que el problema

de separación es polinomialmente resoluble para K∗. Luego por la vuelta del teore-

ma 3.20, que probaremos a continuación, se deduce que el problema de optimización

es polinomialmente resoluble para K∗. Y usando nuevamente el lema 3.22 probamos

finalmente que el probelma de separación es resoluble polinomialmente para K.

(⇐)Consideremos el algoritmo 3.14 y probemos que se trata de un algoritmo poli-

nomial, si el algoritmo SEP alĺı indicado es polinomial y por lo tanto el número de

d́ıgitos de las coordenadas de a es polinomial; luego el número de pasos que requiere

el cálculo de xk+1 y Ak+1 es polinomial; además se puede ver por el lema 3.15 que el

número de d́ıgitos de sus coordenadas es polinomial. Probando aśı que el algoritmo

descripto es polinomial.

3.3.2. Conjuntos independientes en grafos perfectos.

Aplicaremos el teorema 3.20 para demostrar que existe un algoritmo polinomial para

resolver los problemas de máximo conjunto independiente (pesado) y coloreo, en un

grafo perfecto G. Aplicando este algoritmo a su complemento G se resolverá en

tiempo polinomial los problema de clique máximo (pesado) y mı́nimo cubrimiento

por cliques (ver teorema2.1).

Nosotros sabemos por el lema 2.21 y el corolario 1.22 que un grafo G es perfecto si y

solo si α(G, c) = z(G, c) para todo c ∈ {0, 1}n. Se podŕıa tratar de calcular z(G, 1),

pero el tamaño de este problema no es polinomial en | V (G) | ya que el tamaño de

la matriz AG depende del número de cliques de G, que puede ser exponencial

Sin embargo el número ϑ(G) introducido por Lovász en 1979 [32] resuelve este pro-

blema.

Definición 3.23 Sea V = {1, ...., n}. ϑ(G) es el máximo valor de
∑n

i,j=1 bij, donde

los bij son los coeficientes de un matriz B en el cuerpo convexo

{B ∈ IRn×n|B ∈ D tr(B) ≤ 1 y bi,j = 0 ∀ i �= j con (i, j) ∈ E(G)}

donde D es el conjunto de las matrices simétricas, definidas positivas. Si B pertenece

a este conjunto, se dice que B es un representante de G.
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Está probado que α(G) ≤ ϑ(G) ≤ z(G, 1), por lo tanto encontraremos un algoritmo

polinomial en |V | para los grafos que cumplen la condición α(G) = ϑ(G), que en

particular es cumplida por los grafos perfectos. Más precisamente hallaremos un

máximo conjunto independiente pesado del grafo perfecto G, para un w ∈ Rn peso

dado, que es equivalente a hallar un conjunto independiente máximo en el el grafo

perfecto G ◦ w (ver definición2.3 y lema 2.4).

Lema 3.24 Sea G un grafo no dirigido y B ∈ Rn×n una matriz que representa G

vale que:

ϑ(G ◦ w) =
n∑

i,j=1

√
wiwj · bij (3.4)

Demostración Si B representa G construimos B′ un representante de G ◦ w de

la siguiente forma, reemplazamos cada bij por un matriz de tamaño wi × wj con

coeficientes que valen constantemente
bij√
wiwj

. La matriz B′ aśı obtenida resulta ser

una representante de G ◦ w y

n∑
i,j=1

√
wiwj · bij =

n′∑
i,j=1

b′ij (3.5)

Rećıprocamente, si B′ representa G ◦ w, entonces reemplazando cada submatriz de

wi ×wj inducida por las copias de los vértices i y j, por la suma de sus coordenadas

dividido por
√

wiwj, obtenemos un representante de de G que también cumple la

ecuación 3.5.

Para aproximar ϑ(G ◦ w) con error a lo sumo ε ∈ Q>0 , podemos reemplazar los
√

wiwj de 3.4 por ωij ∈ Q tales que:

|ωij −
√

wiwj| < ε/2n2

donde los denominadores de los ωij es a lo sumo 2n2/ε . En ese caso, se puede ver

que ϑ(G ◦w) difiere del máximo de
∑

ij ωijbij , sobre las matrices B que representan

G, en a lo sumo 1
2
ε. Por lo tanto se necesita aproximar este último número con

presición 1
2
ε, y ésto puede ser hecho aplicando el método del elipsoide.

Aplicaremos el método del elipsoide al cuerpo convexo en R

n+

�
��

n

2

�
��−|E(G)|

que se

obtiene del conjunto definido en 3.23 dándole un orden a las coordenadas que están
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en la diagonal principal y por debajo de ella, sin considerar los (i, j) ∈ E(G). Se

probará que el problema de separación se puede resolver mediante un algoritmo

polinomial.

Dado un b ∈ R

n+

�
��

n

2

�
��−|E(G)|

consideremos la matriz B que este vector representa.

Si tr(B) > 1 el problema de separción se resuelve trivialmente, la solución seŕıa

el vector que tiene un 1 en todas sus coordenadas. Supongamos que tr(B) ≤ 1.

Encontremos una base del espacio vectorial generado por sus columnas; sin pérdida

de generalidad podemos suponer que son las columnas 1, ..., k. Entonces la submatriz

principal B′ ∈ Rk×k es no singular y rgB′ = rgB. Se puede ver que B es semidefinida

positiva si y sólo si B′ es definida positiva, que por el criterio de Silver es equivalente

a probar que:

det Bt = det(bij)
j=1,...,t
i=1,....,t > 0,

para todo t = 1, ...., k. Dado que estos determinantes pueden ser calculados en

tiempo polinomial, eso quiere decir que podemos determinar en tiempo polinomial

si B pertenece o no al conjunto definido en 2,17. Por lo tanto si encontramos que B no

es semidefinida positiva, consideramos el natural t más pequeño tal que det Bt ≤ 0.

Y sea ϕi = (−1)iBit
t para i = 1, ...., t (donde Bit

t representa el menor (i, t) de la

matriz Bt) , y ϕi = 0 si i > t. Luego

n∑
i,j=1

ϕiϕjβij ≥ 0 (3.6)

para toda matriz semidefinida positiva β. Y por otro lado,

n∑
i=1

n∑
j=1

ϕiϕjbij = det Bt · det Bt−1 ≤ 0, (3.7)

(si t = 0 , consideraremos det B0 = 1). Luego se deduce de 3.6 y 3.7 que (ϕiϕj)
n
i,j=1

es una solución del problema de separación.

Luego por el teorema 3.20 se sigue que el máximo valor de
∑

ωijbij sobre las matrices

B sobre el conjunto definido en 3.23 con precisión 1
2
ε y respectivamente ϑ(G◦w) con

precisión ε, en un tiempo acotado por un polinomio | V |, | log ε | y log T ; donde

T es el máximo valor absoluto de los numeradores y denominadores de los ωij. Si se

sabe que α(G ◦w) = ϑ(G ◦w), luego el parámetro ϑ(G ◦w) es entero y lo podemos
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calcular considerando ε = 1
2
. Por lo tanto existe un algoritmo polinomial en |V | y

log ‖ w ‖ para hallar α(G ◦ w) en un grafo perfecto.

Y se puede hallar expĺıcitamente un máximo conjunto independiente en un grafo

perfecto como sigue. Comparamos α(G ◦w) con α(G′ ◦w′) donde G′ y w′ se obtiene

de G y w suprimiendo el vértice 1 de G y su respectiva coordenada de w (esto se

puede hacer en tiempo polinomial ya que G′◦w′ resulta perfecto por el teorema 2.4),

en caso de que coincidan reemplazamos G por G′ y w por w′, en caso contrario, no

se realizan cambios. Se continua este procedimiento con el vértice 2 y se sigue aśı. Al

finalizar nos queda un conjunto de vértices que forman un conjunto independiente

máximo (pesado) en G.

Queda claro que utilizando esta misma técnica en G ( que es perfecto debido a 2.1)

obtenemos en tiempo polinomial un clique máximo (pesado) en G.

Usando el resultado que acabamos de mostrar se puede hallar un mı́nimo cubrim-

ientos por cliques o coloreo para un grafo perfecto G, en tiempo polinomial. Esto

puede verse en [26].

Si bien,como acabamos de ver, el método del elipsoide permite probar la polino-

mialidad de estos problemas algoŕıtmicos sobre los grafos perfectos, no nos da un

algoŕıtmo combinatorio (implementable computacionalmente) que nos permita re-

solver estos problemas. Este problema continua actualmente abierto.
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Caṕıtulo 4

Teorema fuerte.

Introducción.

El teorema fuerte de los grafos perfectos fue demostrado en el año 2002 [14]. Este

resultado, conjeturado por Berge [2], que resisitió ser demostrado durante 40 años,

fue probado en un paper de 160 páginas. En este caṕıtulo se intentará dar un resumen

de esta demostración esbozando las ideas principales de la demostración.

En la primera sección daremos una muy breve descripción de la demostración del

teorma fuerte en los grafos sin C4 [10], que dio origen a la demostración en el caso

general.

Recordemos el enunciado del teorema:

Teorema 4.1 Un grafo es prefecto si y sólo si es Berge.

La ida es trivial, como ya se mencionó entes. Si bién durante esos cuarenta años no

se pudo encontrar un demostración, pudo ser probado para muchos casos particu-

lares, la forma más usual de encontrar estos grafos era conciderando grafos que no

contuvieran un subgrafo inducido determinado. Por ejemplo:

Grafos prohibidos de cuatro vértices.

• Grafos sin P4, [40].

• Sin K4 ([45], [46], [47]).

• Sin K4\e, [48].

• Sin (3-pan o paw), ([34],[27]).
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• Sin C4, [10].

Grafos prohibidos de cinco vértices.

• Sin bulls, [16].

• Sin darts, [43].

• Sin chairs, [39].

Grafos derivados.

• Grafos de Linea de un grafo G = (V, E) [34], L(G): es un grafo que se obtiene

de G, donde los vértices son las aristas E(G), y dos vértices son adyacentes si sus

correspondientes aristas tienen un vértice en común.

• Grafo total de un grafo G = (V, E) [34], T (G): es un grafo que se obtiene de G,

donde los vértices son los elementos de V ∪E y dos vértices en T (G) son adyacentes

si son adyacentes en G, si el vértice es un extremo de la correspondiente arista o si

ambas aristas comparten uno de sus extremos.

• Grafo triangulado de un grafo G = (V, E) [30], L3(G): donde los vértices son

los triángulos de G y dos vértices son adyacentes si sus correspondientes triángulos

tienen una arista en común.

Grafos especiales

• Grafos circulares ([6],[7]), grafos de intersección de cuerdas en un ćırculo.

• Grafos planares [44].

• Grafos pretty [33] (grafos donde todo subgrafo inducido tienen una vecindad (con-

junto de vecinos) sin P4 ni 2K2).

• Grafos con grado máximo menor que 7 [24] (el grado de un vértice es el número

de aristas que lo tienen por extremo).

4.1. Grafos Perfectos sin C4.

Definición 4.2 Un grafo G se dice que no contiene a C4, si no contiene como

subgrafo inducido a los ciclos de longitud cuatro.
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Definición 4.3 Un subconjunto S ⊆ V (G) se dice que es un conjunto de corte de

G, si el número de componentes conexas del grafo G − S es mayor que las de G.

Definición 4.4 Diremos que un subconjunto S ⊆ V (G) es estrellado si consiste de

un vértice x y todos sus vecinos N(x).

Lema 4.5 (Chvátal [15]) Un grafo mı́nimamente imperfecto no contiene un con-

junto de corte estrellado.

Definición 4.6 Un grafo G es una 2-join si existe una partición (H1, H2) de V (G)

tales que existen Ai, Bi ⊆ Hi para i = 1, 2, que cumplen:

• Todos los nodos de A1 son adyacentes a todos los nodos de A2 y lo mismo pasa

con B1 y B2. Y estas son las únicas adyacencias entre H1 y H2.

• Para i = 1, 2 Hi tiene al menos un camino que une a Ai con Bi. Si ambos conjuntos

fueran de cardinal 1, entonces el grafo inducido por Hi no es un camino sin cuerdas.

Lema 4.7 (Cornuejols y Cunningham [11]) Un grafo mı́nimamente imperfecto no

contiene una 2-join.

Los lemas 4.5 y 4.7 nos dicen que ambas descomposiciones están prohibidas en todo

grafo mı́nimamente imperfecto.

El siguiente teorema de descomposición, demostrado en [14], tiene como consecuencia

el teorema fuerte sobre los grafos sin C4.

Teorema 4.8 Sea G un grafo Berge sin C4 entonces es bipartito o el grafo de ĺınea

de un grafo bipartito o tiene un conjunto de corte estrellado o una 2-join.

A partir de este resultado se demuestra facilmente que:

Teorema 4.9 Sea G un grafo Berge sin C4 entonces G es perfecto.

Demostración Supongamos que G es un grafo Berge sin C4 e imperfecto. Luego G

contiene un subgrafo mı́nimamente imperfecto H . Claramente H es Berge y no

contiene a C4 como subgrafo inducido. Entonces por el teorema 4.8 se deduce que

H debeŕıa tener un conjunto de corte estrellado o una 2-join (ya que los grafos

bipartitos y sus grafos de ĺınea son perfectos); pero ésto es imposible por los lemas

4.5 y 4.7. Luego G debe ser perfecto como queriamos probar.

El teorma 4.8 fue extendido al caso general [14], pero para conseguir el objetivo se

introdujeron algunas modificaciones.
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4.2. Estrategia de la demostración en el caso ge-

neral.

Daremos una descripción somera de las estrategias utilizadas en la demostración del

teorema fuerte. Para ello daremos previamente las definiciones necesarias.

4.2.1. Definiciones previas y demostración del Teorema

Fuerte asumiendo el teorema de descomposición.

Definición 4.10 Diremos que un grafo G es un double split si dados m, n ≥ 2

enteros sus vértices están particionados en los conjuntos {a1, ...., am}, {b1, ...., bm},
{c1, ...., cn}, {d1, ...., dn}. Y sus aristas E(G) cumplen las siguientes condiciones:

(ai, bi) ∈ E(G) ∀1 ≤ i ≤ m y (cj, dj) /∈ E(G) ∀1 ≤ j ≤ n.

No existen aristas entre {ai, bi}y {ai′, bi′} para 1 ≤ i < i′ ≤ m y existen las

cuatro aristas correspondientes entre {cj, dj} y {cj′, dj′} para 1 ≤ j < j′ ≤ n.

Hay exactamente dos aristas entre {ai, bi} y {cj, dj} para 1 ≤ i ≤ m y 1 ≤
j ≤ n, y estas dos aristas son disjuntas.

Figura 4.1: Grafo double-split.

Definición 4.11 Diremos que un grafo G es básico si G o G es un grafo bipartito,

el grafo de ĺınea de un grafo bipartito o un grafo double split .

Observación 4.12 Los grafos básicos son perfectos.

49



A continuación introduciremos una variante de la descomposición 2-join dada en

4.6, introducida por Cornuejols y Cunnigham en [11].

Definición 4.13 Una proper 2-join de un grafo G es una partición (X1, X2) de

V (G) tales que existen dos subconjuntos disjuntos Ai, Bi ⊆ Xi (i = 1, 2), que satis-

facen:

Todo vértice de A1 es adyacente a todo vértice de A2 y lo mismo para B1 y

B2.

No existen otras aristas entre X1 y X2.

Toda componente conexa de G[Xi] para i = 1, 2 intersecan a Ai y Bi, y

Si |Ai| = |Bi| = 1 y G[Xi] es un camino de Ai a Bi entonces su longitud es

≥ 3 para i = 1, 2.

Sea X, Y ⊆ V (G) diremos que el par (X, Y ) es completo si todo vértice de X es

adyacente a todo vértice de Y , y se lo llamará anticompleto si no existe ninguna

aŕısta entre ellos. Ahora definiremos otra posible descomposición de un grafo G.

Definición 4.14 Una M−join de un grafo G es una partición en seis subconjuntos

no vaćıos (A, B, C, D, E, F ), tales que:

Todo vértice de A tiene un vecino y un no-vecino en B y viceversa.

Los pares (C, A), (A, F ), (F, B), (B, D) son completos, y

Los pares (D, A), (A, E), (E, B), (B, C) son anticompletos.

En este caṕıtulo llamaremos un camino en un grafo G a un subgrafo inducido,

aćıclico, tal que el grado de sus vértices es ≤ 2, y un anticamino es un subgrafo

inducido cuyo complemento es un camino. La longitud de un camino es el número

de sus aristas en G y la longitud de un anticamino es el número de aristas en su

complemento G. Si P es un camino en G notaremos sus vértices internos (aquellos

cuyo grado es 2) por P ∗, análogamente para un anticamino. Diremos que un par

(A, B) de subconjuntos disjuntos de V (G) es balanceado, si no hay un camino de

longitud impar, con interior en A, entre dos vértices no adyacentes en B, y no hay

un anticamino de longitud impar, con interior en B, entre dos vértices adyacentes

de A. Finalmente diremos que un conjunto X ⊆ V (G) es conexo si G[X] resulta

conexo, y anticonexo si G[X] resulta conexo.
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Definición 4.15 (Chvátal) Una skew partition de un grafo G es una partición

(A, B) de V (G) tal que A no es conexo y B no es anticonexo.

Esta descomposición posee una dificultad con respecto a las deescomposiciones

definidas en 4.13 y 4.14, no está probado que no exista una tal descomposición

para un grafo mı́nimamente imperfecto. Éste problema se resuelve si se le pide a tal

descomposición que sea balanceada.

Definición 4.16 Un subconjunto conexo maximal de un conjunto no vaćıo A ⊆
V (G) es llamado una componente de A, y a un subconjunto anticonexo maximal

anticomponente.

Definición 4.17 Diremos que una skew partition (A, B) de G es loose si algún

vértice de B no tiene vecinos en alguna componente de A, ó algun vértice de A es

completo respecto a alguna anticomponente de B.

Se puede ver que:

Lema 4.18 Si G es Berge y admite un loose skew partition entonces admite una

skew partition balanceada.

Teorema 4.19 Sea G es un grafo mı́nimamente imperfecto. Entonces G no admite

una skew partition balanceada, y concecuentemente ninguna skew parttion de G es

loose.

Figura 4.2: 2-join, M-join y skewpartition loose
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Teorema 4.20 Sea G un grafo Berge, G es básico ó G o G adimiten una

proper 2-join, o G admite una M-join, o G admite una skew partition balanceada.

Daremos la demostración de el teorema 4.1 asumiendo la veracidad del teorema

anterior.

Demostración (⇒) Como ya se vio esta implicación es trivial.

(⇐)Se probará por el absurdo. Asumamos que G es Berge y

Mı́nimamente Imperfecto. Como todo grafo básico es perfecto se sigue que G no

es básico. En [11] se demostró que los grafos Mı́nimamente Imperfecto no admiten

una proper 2-join. Dado que G resulta Mı́nimamente Imperfecto (ver teorema 2.1)

y por lo tanto G no admite una proper 2-join. Se muestra en [16] que una grafo

Mı́nimamente Imperfecto no admite una M-join, y se probó en [14] que un grafo

Mı́nimamente Imperfecto no admite una skew partition balanceada. Pero eso con-

tradice el teorema 4.20, luego G debe ser perfecto.

4.2.2. ¿Cómo se puede demostrar el teorema 4.20?

Hay diversos teoremas de esta caracteŕısticas en teoŕıa de grafos (ver: [41], [13] y

[37]). Estos teoremas básicamente dicen que “dado un grafo que no contiene un

objeto del tipo X cae dentro de una clase llamada básica o admite algún tipo de

descomposición”. Las demostraciones de estos teoremas permiten en algunos casos

encontrar un construcción para ese conjunto de grafos, pero lo más importante es

que todas siguen el mismo patrón.

La demostración de este tipo de teoremas consiste básicamente en una combinación

de los siguientes dos métodos:

Elegimos expĺıcitamente un grafo H apropiado sin X (esto quiere decir que

no contiene como subgrafo inducido a X) que no sea básico, y se prueba que

posee alguna descomposición y que ésta puede extenderse a todo grafo más

grande que contenga a H . Ésto prueba el teorema para todo grafo sin X que

contenga a H , por lo tanto, bastará con demostrar que el teorema es válido

en aquellos grafos sin X que no contengan a H .
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Se elige un grafo J básico y “apropiadamente conectado” (el significado de-

pende del contexto). Y consideramos un grafo G sin X que contenga a J como

subgrafo inducido. Luego extendemos a J a un subgrafo maximal K “apropi-

adamente conectado” y que sea básico del mismo tipo que J . Se puede asumir

que K �= G. En caso contrario el teorema estaŕıa demostrado. Luego se prueba

que el remanente de G junto a K, haciendo uso de la maximalidad de K , in-

duce una descomposición de G. Y ahora nos podemos concentrar en los grafos

G sin X que no contengan a J .

El teorema 4.20 se demostró aplicando estas técnicas doce veces. A continua-

ción definiremos unas clases de grafos Berge F1, ....,F11 (donde cada clase es subclase

del anterior). Pero antes necesitamos algunas definiciones.

Definición 4.21 Llamaremos subdivisión bipartita de un grafo G, a una subdivisión

que da como resultado un grafo bipartito.

Definición 4.22 Diremos que L(H) es degenerada, donde H es una subdivisión de

K4, si existe algún ciclo C de longitud 4 en K4 que se corresponde con un ciclo en

H de la misma longitud. Es decir, hay un ciclo de longitud 4 de K4, que no fue

subdividido.

Figura 4.3: K4, una subdivisión y una aparición

Definición 4.23 Un prisma es un grafo compuesto por dos triángulos disjuntos

a1, a2, a3 y b1, b2, b3 y tres caminos P1 P2 P3 disjuntos por aristas, donde cada Pi

tiene por extremos a los vértices ai y bi.
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Observación 4.24 Si G es Berge entonces la paridad de los tres caminos de un

prisma coincide. Diremos que un prisma es par o impar, si la longitud de estos

caminos es par o impar respectivamente.

Definición 4.25 Un prisma largo es un prisma tal que uno de sus caminos tiene

longitud > 1 .

Definición 4.26 Diremos que un grafo G es un doble diamante si |V (G)| = 8

(V (G) = a1, ..., a4, b1, ..., b4) y sus vértices cumplen las siguientes condiciones:

• Todos los a′
is son adyacentes dos a dos excepto por a3 y a4.

• Todos los b′is son adyacentes dos a dos excepto por b3 y b4.

• aibi ∈ E(G) para todo 1 ≤ i ≤ 4.

Definición 4.27 Una wheel (ó rueda) en un grafo G es un par (C, Y ) que satisface:

• C es un hole de longitud ≥ 6.

• Y es un conjunto de vértices anticonexo no vaćıo disjunto de C.

• C contiene dos aristas disjuntas e Y -completas.

Llamaremos a C la llanta (ó rim) y a Y el centro (hub).

Definición 4.28 Un camino maximal en un camino ó un hole H cuyos vértices son

todos Y -completos es llamado un segmento ó Y -segmento en H. Diremos que una

rueda (C, Y ) es impar si algunos de sus segmentos tiene longitud impar.

Definición 4.29 Diremos que una 3-upla (X, Y, P ) en un grafo G es una

pseudowheel si satisface las siguientes condiciones:

• X e Y son subconjuntos no vaćıos anticonexos de V (G), completo cada uno res-

pecto al otro,

• P = p1 − · · · − pn es un camino en G\(X ∪ Y ) n ≥ 5.

• p1 y pn son los únicos vértices X-completos de P y

• P1 es Y -completo, p2 y pn no lo son.

Observación 4.30 Se puede ver que si (X, Y, P ) es una pseudowheel en un grafo

G ∈ F7 entonces la longitud de P es ≥ 6 y contiene un número impar de aristas

Y -completas.
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Figura 4.4:

F1es la clase de todos los grafos Berge tales que para toda subdivisión bipartita

H de K4, todo subgrafo inducido de G isomorfo a L(H) es degenerado.

F2 es la clase de todos los grafos G tales que G, G ∈F1 y ningún subgrafo

inducido de G es isomorfo a L(K3,3).

F3 es la clase de todos los grafos BergeG tales que, para toda subdivisión H

de K4 , ningún subgrafo inducido de G o de G es isomorfo a L(H).

F4 es la clase de todos los grafos G ∈ F3 tales que ningún subgrafo inducido

de G es un prisma par.

F5 es la clase de todos los G ∈ F3 tales que ningún subgrafo inducido de G o

de G es un prisma largo.

F6 es la clase de todos los grafos G ∈ F5 tales que ningún subgrafo inducido

de G es isomorfo a un diamante doble.

F7 es la clase de todos los grafos G ∈ F6 tales que G y G no contienen una

rueda impar.
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F8 es la clase de todos los grafos G ∈ F7 tales que G y G no contienen

pseudoruedas.

F9 es la clase de todos los G ∈ F8 tales que G y G no contienn ruedas.

F10 es la clase de todos los G ∈ F9 tales que, para todo hole C en G de longitud

≥ 6, ningún vértice de G tiene tres vecinos concecutivos en C; y lo mismo debe

valer para G.

F11 es la clase de todos los G ∈ F10 tales que todo antiholeen G tiene longitud

4.

Teorema 4.31 (Pasos de la demostración de el teorema 4.20)

1. Para todo grafo G Berge, G es un grafo de ĺınea de un grafo bipartito, o G

admite una proper 2-join o una skew partitionbalanceada, o G ∈ F1.

2. Para todo grafo G con G, G ∈ F1, ó bien G = L(K3,3) o bien G o G admite

una proper 2-join ó G admite una skew partition balanceada, o G ∈ F2.

3. Para todo grafo G ∈ F2 o bien G es un grafo double split, o G o G admiten

una proper 2-join o G admite una balanced skew partition o G ∈ F3.

4. Para todo grafo G ∈ F1 ó bien G es un prisma par con |V (G)| = 9 ó G admite

una proper 2-join ó G admite una balanced skew partition ó G ∈ F4.

5. Para todo grafo G ∈ F3, G ó G admiten una proper 2-join, ó G admite una

M-join ó G admite una skew partiton balanceada ó G ∈ F5.

6. Para todo grafo G ∈ F5, G ó G admiten una proper 2-join ó G admite una

skew partiton balanceada ó G ∈ F6.

7. Para todo grafo G ∈ F6, G admite una skew partition balanceada ó G ∈ F7.

8. Para todo grafo G ∈ F7, G admite una skew partition balanceada ó G ∈ F8.

9. Para todo grafo G ∈ F8, G admite una skew partition balanceada ó G ∈ F9.

10. Para todo grafo G ∈ F9, G admite una skew partition balanceada ó G ∈ F10.

11. Para todo grafo G ∈ F10 ó G ∈ F11 ó G ∈ F11
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12. Para todo grafo G ∈ F11 ó G admite una skew partition balanceda ó G es

completo ó G es bipartito.

En las próximas secciones ilustaremos las técnicas utilizadas, describiendo los dos

primeros pasos de la demostración y dando una idea del último.

4.3. Apariciones de K4 en un grafo Berge

Ahora daremos la idea de como se demostraron los pasos 1. y 2. del teorema 4.31.

Empecemos dando algunas definiciones.

Definición 4.32 Un track es un camino no necesariamente inducido.

Definición 4.33 Un vértice de un grafo G se dice que es un branch si tiene grado

mayor o igual a 3.

Definición 4.34 Un branch de un grafo G es un track P tal que ninguno de sus

vértices internos es un vértice branch.

Definición 4.35 Diremos que un grafo de linea L(H) es sustancial, si H es una

subdivisión de un grafo J 3-conexo. Si J = K4, L(H) es no degenerada.

Observación 4.36 Observar que V (J) son los vértices branch de H y los branchs

de H están en biyección con las aristas de J .

Definición 4.37 Sean F y K dos subgrafos inducidos de G, disjuntos en vértices.

Diremos que un vértice de K es un attachment de F si tiene un vecino en F .

Teorema 4.38 Sea G un grafo Berge, y tiene como subgrafo inducido a L(H) no

degenerado donde H es una subdivisón bipartita de K4. Entonces G es un grafo de

ĺınea, o G admite una proper 2-join, ó G admite una skew partition balanceada. En

resumen, los grafos Berge sin L(H) no degenerada, admiten una partición o es un

grafo de linea.

Claramente el lema anterior prueba el paso 1 del teorma 4.20. Dado que si G /∈ F1,

debe contener como subgrafo inducido un L(H) no degenerado con H una subdi-

visión de K4. Luego o bien G = L(H), o bien (como consecuencia del lema anterior)

G admite una skew partition balanceada, o G admite una proper 2-join.
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Definición 4.39 Un grafo G es ciclicamente 3-conexo si se obtiene por subdivisión

de un grafo H 3-conexo.

Teorema 4.40 Sea H bipartito y ćıclicamente 3-conexo. Entonces H = K3,3, ó H

es una subdivisión de K4, ó H contiene un subgrafo inducido H ′ tal que H ′ es una

subdivisión de K4 y L(H) es no degenerada.

Teorema 4.41 Sea G un grafo Berge, que contiene un subgrafo inducido isomorfo

a L(K3,3). Entonces G ó G es un grafo de linea, o bien G ó G admite una proper

2-join, ó bien G admite una skew partiton balanceada.

Definición 4.42 Dados J y G dos grafos. Diremos que J es una aparición en G

si existe una subdivisión bipartita H de J , tal que L(H) es isomorfo a un subgrafo

inducido de G. Si J �= K4 diremos L(H) que es una aparición no degenerada en G

si J = H = K3,3.

Ambos lemas se pueden fusionar para dar el siguiente resultado, del cual se desprende

facilmente el paso dos del teorema 4.31.

Teorema 4.43 Sea G un grafo Berge, que contiene a L(K3,3) como subgrafo in-

ducido. Entonces se cumple alguna de las siguientes condiciones:

G = L(K3,3), ó

hay una aparición no degenerada de K4 en G o G ó

G o G admite una proper 2-join, o G admite una skew partition balanceada.

A partir de este lema se prueba fácilmente el paso 2 del teorema 4.20. Si G /∈ F2

entonces G contiene a L(K3,3) como subgrafo inducido. Y dado que por hipótesis

G, G ∈ F1, no hay ninguna aparición no degenerada de K4 en G ni en G, luego se

desprende por el lema anterior la tesis de 2.4.20.

Definición 4.44 Diremos que el grafo J ′ es un alargamiento de el grafo J si J ′ es

3-conexo y contiene un subgrafo inducido propio, isomorfo a J .

Se verá que los lemas 4.38 y 4.41 se prueban fácilmente a partir del próximo teorema
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Teorema 4.45 Sea G Berge y J un grafo 3-conexo que cumple:

no hay una aparición no degenerada L(H) de J en G, y no hay un alargamiento

de J con una aparición no degenerada en G, o

hay una aparición L(H) de J = K3,3 en G, y no hay una aparición de un

alargamiento de J en G o G.

Entonces G = L(H), ó G admite una proper 2-join o una skew partition balanceada.

Para ver los detalles de la demostración de este teorema se puede consultar [14].

Demostración del teorema 4.38 asumiendo la veracidad del teorema 4.45 .

Sea G Berge y supongamos que hay una aparición no degenerada de K4 en G. Luego

elijamos un grafo 3-conexo J maximal (en el sentido de los alargamientos de J ) tal

que hay una aparición no degenerada de J en G; luego se satisfacen las hipótesis del

teorema 4.45 , y como consecuencia el lema 4.38 queda demostrado.

Demostración del teorema 4.41 asumiendo la veracidad del teorema 4.45. Sea G

Berge, y supongamos que contiene un subgrafo inducido isomorfo a L(K3,3). Por lo

tanto podemos elegir un grafo 3-conexo J maximal (en el sentido de los alargamientos

de K3,3 ), tal que haya una aparición de J en G. Si esta aparición es no degenarada

el lema queda demostrado, como consecuencia del teorema 4.45. Supongamos ahora

que tal aparición resulta ser degenerada (J = K3,3), si existe un alargamiento de J en

G, lo elegimos maximal, entonces, el lema se deduce aplicando el teorema 2.1 sobre

G. Por lo tanto se puede suponer que no hay un alargamiento de J que aparezca en

G, cumpliéndose nuevamente las hipótesis del teorema 4.45 y como concecuencia se

desprende la tesis del lema 4.41.

4.4. Los siguientes pasos

En el paso 3 se ataca el problema en el caso que G no contenga a L(K(3, 3))

Teorema 4.46 Si G o G contienen una aparición de K4 que sea degenerada, en-

tonces:
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• G es un grafo double split, o

• G admite una skew partition balanceada.

• G y G admiten una proper 2-join.

• No hay apariciones de K4 en G o G.

En el cuarto paso se consideran los grafo Berege sin apariciones no degeneradas que

contienen un prisma par.

Teorema 4.47 Sea G un grafo Berge sin apariciones no degeneradas. Entonces:

• G es un prisma par con |V (G)| = 9 o

• G admite un proper 2-join, o

• G admite una skew partition balanceada.

En el quinto paso se demuestra el teorema para los grafos Berge sin apariciones de

K4 en G o G que contienen un prisma largo impar (es decir, sus caminos tienen

longitud > 1).

Teorema 4.48 Sea G un grafo Berge tal que no contiene apariciones de K4. En-

tonces:

• G y G admiten una proper 2-join, o

• G admite una skew partition balanceada.

G admite una M-join.

Teorema 4.49 Si G ∈ F5 y contiene un diamante doble entonces:

• G y G admiten una proper 2-join, o

• G admite una skew partition balanceada.

Definición 4.50 Diremos que un grafo G es recalcitrante si:

• G es Berge.

• G y G no son grafos de ĺınea.

• G no es un double split.

• G y G no admiten una proper 2-join .

• G no admite una M-join.

• G no admite una skew partition balanceada.
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Teorema 4.51 Sea G ∈ F6 que contiene wheels impares entonces admiten una skew

partition balanceada. En particular todos los grafos recalcitrantes pertenecen a F7.

Recordemos que los grafos en F6 son aquellos grafos Berge que no contiene diamantes

dobles, G y G no contienen prismas largos y tanto G como G no contienen apariciones

de K4.

Teorema 4.52 Sea G ∈ F7 que contiene una pseudowheel entonces admite una

skew partition balanceada. En particular todos los grafos recalcitrantes pertenecen a

F7.

La parte final de la demostración se centra en los grafos recalcitrantes. Se ve que:

Teorema 4.53 Sea G ∈ F8 tal que no admite una skew partition balanceada en-

tonces no hay una wheel en G. En partitcular todo grafo recalcitrante pertenece a

F9.

Por lo tanto consiste en estudiar la familia de grafos que viven en F9. Pero dado

que:

Teorema 4.54 Sea G ∈ F9 tal que no admite una skew partition balanceada y C

un hole de longitud ≥ 6. Entonces, no existen vértices en G\V (C) con tres vecinos

consecutivos en C. En partitcular, todo grafo recalcitrante pertenece a F10

Pero el estudio se puede reducir aún más estudiando una familia de grafos más

pequeña F11, donde gracias al siguiente lema, se ve que viven los grafos recalcitrantes.

Teorema 4.55 Sea G ∈ F10 entonces G no contien holes y anti-holes de longitud

≥ 6 . En particular, todo grafo recalcitrante pertenece a F11.

Par terminar con la demostración queda por probar:

Teorema 4.56 Sea G ∈ F11 un grafo entonces:

• G es completo, o

• G o G es bipartito, o

• G admite una skew partition balanceada.
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Lema 4.57 Sea G un grafo en F6 tal que no admite una skew partition balanceada.

Sea X, Y ⊆ V (G) no vacios disjuntos y completos uno respecto al otro.

• Si X∪Y = V (G), entonces G es completo o G tiene exactamente dos componentes

con, a lo sumo, dos vértices cada una.

• Si X ∪ Y �= V (G), entonces V (G)\(X ∪ Y ) es conexo, y si |X| > 1 todos los

vértices en X tienen vecinos en V (G)\(X ∪ Y ).

Idea de la demostración del teorema 4.56 Se supone que existe un grafo G en F11

que no es un grafo bipartito ni que admite una skew partition balanceada. Dado que

G no es bipartito contiene un triángulo.

Figura 4.5:

Por lo tanto contiene n (n ≥ 3) conjuntos de vértices no vaćıos, anticonexos y

completos entre si. Se eligen estos vértices de forma tal que su unión sea maximal.

Por lo tanto hay dos posibilidades.

X1 ∪ X2 ∪ · · · ∪ Xn = G

o

X1 ∪ X2 ∪ · · · ∪ Xn �= G

Si se da este último caso, hay vértices de G que no están en X1 ∪X2 ∪ · · · ∪Xn y se

define

F = G\X1 ∪ X2 ∪ · · · ∪ Xn
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Se define a X = X1 ∪ X2 ∪ · · · ∪ Xn−1 y Y = Xn. Se puede ver que F es conexo y

que todo vértice en X tiene un vecino en F . Por lo tanto, todos los vértices de X1,

X2 y X3 tienen un vecino en F . A partir de esto se puede probar que algún vértice

de F (llamémoslo v) es completo con respecto a dos conjuntos de X1, X2, X3.

Figura 4.6:

Luego v es completo respecto a algunos Xi y con respecto a otros no. Sean los

conjuntos completos respecto v en orden:

X1, ..., Xi

y los no completos:

Xi, ..., Xn

Definimos:

X ′
i+1 = Xi+1 ∪ · · · ∪ Xn ∪ v

Pero entonces X1, ..., Xi, X
′i + 1 viola la optimalidad de la elección de X1, ..., Xn,

por lo tanto G = X1 ∪ X2 ∪ · · · ∪ Xn.El lema 4.57 nos permite afirmar que G es

completo o G tiene exactamente 2 componentes. G no puede tener exactamente 2

componentes porque G tiene como mı́nimo tres conjuntos anticonexos, completos

entre śı, por lo tanto G tiene tres o más componentes, luego G resulta completo

Asi queda probado que todo grafo perfecto es Berge
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Caṕıtulo 5

Algoritmo de reconocimiento.

Introducción.

Como ya sabemos un grafo es perfecto si y solo si es Berge. En este caṕıtulo des-

cribiremos un algoritmo polinomial O(| V (G) |9), que recononoce si un grafo G

dado es o no Berge. Este algoŕıtmo utiliza una técnica llamada cleanining, utilizada

anteriormente por Conforti y Rao [9] para reconocer matrices balanceadas.

Básicamente el algoŕıtmo determina si G no es Berge, o que G no contiene

un odd hole. Luego para testear si G es Berge aplicamos el algoritmo a G y G.

Si G no fuera un grafo Berge, entonces contiene un odd hole, y por lo tanto un

shortest odd hole C (agujero impar mı́nimo)). Diremos que un vértice v ∈ G\C es

C-major , si sus vecinos en C no pertenecen a un camino de longitud dos de C. A

C lo llamaremos clean si no contiene vértices C-major en G. Los shortest odd hole

(clean) son fácilmente detectables en un grafo G dado, y básicamente éste será el

primer paso del algoritmo. El resto del algoritmo consisitirá en reducir el problema

al caso “clean”.

Un subconjunto X ⊆ V (G) lo llamaremos un cleaner para un determinado shortest

odd hole C en G, si X ∩ V (C) = ∅ y X contiene todos los vértices C-major. Ob-

servemos que si X es un cleaner para C, C resulta clean en G − X.

La idea central del algoritmo consiste en generar un número polinomial de sub-

conjuntos de V (G), tales que si C es un shortest odd hole de G uno de estos sub-

conjuntos resulta ser un cleaner para C. Luego para cada uno de estos subcon-

juntos se testeará si alguno los subgrafos inducidos por V (G) − X contiene un

shortest odd hole clean. Y ésto será suficiente ya que G contiene un odd hole si y
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sólo si algunos de los subgrafos inducidos por V (G) − X contiene un shortest odd

hole clean.

Con la intención de reducir la complejidad del algoritmo, no se hace exactamente lo

que se dijo anteriormente. Dado un shortest odd hole C en un grafo G, diremos que

X ⊆ V (G) es un near-cleaner para C si X contiene todos los vértices C-major, y

X ∩ V (G) está incluido dentro un camino de longitud dos en C.

Figura 5.1:

Se sabe como generar un cantidad polinomial de subconjuntos de V (G), de manera

tal que uno de ellos sea un near-cleaner para un shortest odd hole C, sin necesidad

de conocerlo expĺıcitamente. En el caso que C sea amenable, es decir que cumpla:

• C es un shortest odd hole en G, de longitud al menos siete.

• Para todo conjunto anticonexo X de vértices C-major, hay una arista de C X-

completa.

El algoritmo está dividido en tres rutinas (en orden cronológico) a saber:

Rutina 1: Un algoŕıtmo polinomial que, dado un grafo G y un subconjunto X ⊆
V (G), tal que si X es un near-cleaner de un shortest odd hole el algoŕıtmo determina

la existencia de un odd hole en G.

Rutina 2: Un algoŕıtmo polinomial que, dado un grafo G, si contiene algún shortest

odd hole que no es amenable, determina que G no es Berge.

Rutina 3: Un algoritmo polinomial que, dado un grafo G, da como resultado una

cantidad polinomial de subconjuntos de V (G), tales que si C es un amenable hole

en G, entonces uno de estos subconjuntos es un near-cleaner para C.
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Aplicando estas tres rutinas se puede construir un algoŕıtmo polinomial, que deter-

mina si un grafo es o no Berge. Primero ejecutamos la rutina 2, y si no determinara

que G no es Berge, si hubiera un shortest odd hole debeŕıa ser amenable. Luego eje-

cutamos la rutina 3, y para cada subconjunto de V (G) ejecutamos la rutina 1. Si

no decidiera que G no es Berge, repetimos el procedimiento para G. Si tampoco se

decidiera que G no es Berge, entonces se deduce que G es Berge.

Este algoritmo es el producto de la investigación de dos grupos de trabajo, Cor-

muejols, Liu y Vuskovic (CLV) y Chudnovsky y Seymour (ChS). Ambos grupos

obtuvieron simultaneamente la rutina 1, utilizando distintos caminos. ChS obtuvo

las rutinas 2 y 3, rutina 3 que más tarde fue mejorada por CLV. En este caṕıtulo

presentaremos las rutinas 1 y 2 de ChS, y la rutina 3 en la versión de CLV.

5.1. Rutina 1

5.1.1. Reconocimiento de Pirámides.

Definición 5.1 Sea K una pirámide formada por tres caminos P1, P2, P3 que unen

a con b1, b2, b3 respectivamente, diremos que la 10-tupla

a, b1, b2, b3, s1, s2, s3, m1, m2, m3

es un marco de K si:

• Para i = 1, 2, 3 si es vecino de a en Pi.

• Para i = 1, 2, 3 mi ∈ V (Pi) satisface dPi
(a, mi) − d(mi, bi) ∈ {0, 1}.

Figura 5.2: Pirámide con marco a1, a2, a3, s1, s2, s3, m1, m2, m3
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Definición 5.2 Una pirámide K de un grafo G se llama óptima si no existe una

pirámide K ′ tal que | V (K ′) |<| V (K) |.

Observación 5.3 Si hay una pirámide en un grafo G entonces hay una pirámide

óptima. La ventaja de estas últimas es que son más facilmente detectables.

Lema 5.4 Sea K una pirámide óptima en G, con un marco a, b1, b2, b3, s1, s2, s3,

m1, m2, m3. Sean S1, T1 los subcaminos de m1 a s1 y b1 respectivamente. Sea F el

conjunto de todos los vértices no adyacentes a cada uno de los vértices s2, s3, b2, b3.

Entonces :

• Sea Q un camino entre s1 y m1 con interior en F , y con longitud mı́nima sobre

todos estos caminos. Entonces P ′
1 = a− s1 −m1 − T1 − b1 junto con P2 y P3 forman

una pirámide óptima.

• Sea Q un camino entre m1 y b1 con interior en F , y con longitud mı́nima sobre

todos estos caminos. Entonces P ′
1 = a− s1 −S1 −m1 − b1 junto con P2 y P3 forman

una pirámide óptima.

Figura 5.3:

Lema 5.5 Existe un algoritmo que dado un grafo G, encuentra una pirámide (y

por lo tanto un odd hole) en G, o determina que G no contiene ninguna pirámide.

El algoritmo tiene complejidad O(|V (G)|9).

Algoritmo • Enumeramos todas las 6-tuplas b1, b2, b3, s1, s2, s3 que satisfacen:

1. Para 1 ≤ i < j ≤ 3, {bi, si} son disjuntos de {bj , sj}siendo bibj la única arista

entre ellos.
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2. Hay un vértice a que es adyacente a todos los vértices s1 s2, s3 y a lo sumo a

uno de los b1, b2, b3 (si a fuese adyacente a bi entonces si = bi)

Para cada una de las 6-tuplas procedemos como se describe a continuación.

• Sea M = V (G)\{b1, b2, b3, s1, s2, s3}. Para cada a m ∈ M se busca un camino

mı́nimo S1(m) entre s1 y m (en el caso que exista) tal que s2, s3, b2, b3 no tengan

vecinos en su interior y un mı́nimo camino T1(m) entre b1 y m (en el caso que

exista) tal que s2, s3, b2, b3 no tengan vecinos en su interior. De manera análoga

se buscan S2(m), T2(m), S3(m), T3(m). Encontrar estos mı́nimos caminos demanda

O(|V (G)|2) operaciones.

• Para cada m ∈ M ∪ {b1} se definirá un camino P1(m). Si s1 = b1, P1(b1) es el

camino formado por un único vértice b1, y si m �= b1 no está definido. Si s1 �= b1

entonces P1(b1) no está definido, y para m ∈ M se testea que cumpla las siguientes

condiciones:

1. m no es adyacente a b2, b3, s2, s3.

2. Existen S1(m) y T1(m).

3. V (S1(m) ∩ T1(m)) = {m}

4. No existen aristas entre V (S1(m) − m) y V (T1(m) − m).

• Si se cumplieran definimos P1(m) := s1−S1(m)−m−T1(m)−b (en caso contrario

no está definido). Análogamente se definen P2(m) y P3(m) . Encontrar Pi(m) par

i = 1, 2, 3 demanda O(|V (G)|3) operaciones.

• Se testea para cada 3-upla m1, m2, m3, si los Pi(mi) con i = 1, 2, 3 forman una

pirámide para una elección apropiada de a.

Si 1 ≤ i < j ≤ 3, diremos que (mi, mj) es un good (i,j)-pair si mi ∈ M ∪ {bi},
mj ∈ M ∪ {bj}, existe Pi(mi) i = 1, 2, V (Pi(mi))∩ V (Pj(mj)) = ∅ y bibj es la única

aŕısta entre ellos.

Para cada m1 ∈ M ∪{b1} se buscará el conjunto de todos los m2 tales que (m1, m2)

es good , como describiremos a continuación.
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• Si P1(m1) no existe entonces no hay ningún good pair.

• Si existiera coloreamos de negro todos los vértices m ∈ P1(m1), o que tienen vecinos

en P1(m1); los otros los coloreamos de blanco (esta operación demanda O(|V (G)|2)
operaciones).

• Para cada m2 ∈ M ∪ {b2} testeamos si P2(m2) existe y no está pintado de

negro (para cada m2 (esto lleva O(|V (G)|) operaciones), por lo tanto para todos

O(|V (G)|2)).

•Repitiendo este procedimiento para cada m1 se puede calcular la lista de todos los

(1,2)-good pairs en O(| V (G) |3).

Luego se realiza el mismo procedimiento para calcular los (1,3) y (2,3)-good pairs.

• Para cada 3-upla m1, m2, m3 mi ∈ {bi} ∪ M i = 1, 2, 3, testeamos si (mi, mj)

es un good (i,j)-pair 1 ≤ i < j ≤ 3. Cada 3-upla lleva un cantidad constante de

operaciones, y por lo tanto para todas las 3-uplas O(| V (G) |3).

• Si se encuentra una 3-upla tal que los tres pares son good, paramos y decimos que G

contiene una pirámide. Si luego de examinar todas las 6-uplas b1, b2, b3, s1, s2, s3,

no se encuentra ninguna que cumpla esta condición , diremos que G no contiene

pirámides. Dado que por cada 6-tupla se realizan

O(| V (G) |3) operaciones, la complejidad del algoŕıtmo resulta ser O(| V (G) |9).

5.1.2. Reconocimiento de Joyas.

Antes de desarrollar la rutina 1 hay otras configuraciones que deben ser eliminadas.

Definición 5.6 Diremos que una 5-upla v1, v2, v3, v4, v5 de vértices todos distintos

es una joya, tales que v1v2, v2v3, v3v4, v4v5, v5v1 son aristas, y v1v3, v2v4, v1v4 no

lo son, y P es un camino de G entre v1 y v4 tal que v2, v3 y v5 no tienen vecinos en

P ∗.
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Figura 5.4:

Lema 5.7 Existe un algoŕıtmo tal que dado G, decide si G contiene una Joya, con

complejidad O(|V (G)|6).

Algoritmo • Se enumeran todas las 3-uplas v2, v3, v5 de vértices distintos tales que

v2v3 ∈ E(G) (este calculo demanda O(|V (G)|3) operaciones).

• Para cada una de estas 3-uplas calculamos el conjunto F , compuesto por los

vértices de G que no son adyacentes a v2, v3, v5, y se calcula sus componentes.

• Se calculan los conjuntos X1 de vértices adyacentes a v2, v5 y no a v3 y X2 adya-

centes a v3, v5 y no a v2.

• Se busca (si existe) una 3-upla v1 ∈ X1, v2 ∈ X2 no adyacentes, F ′ componente

de F tales que ambos vértices tengan vecinos en F ′.

Estos cálculos demandan O(| V (G) |3) operaciones.

• Si se encuentra una 3-upla v1, v2, F
′ que cumpla lo pedido G contiene una Joya.

Si al finalizar la iteración no se encuentra ninguna, G no contiene una Joya.

• Se obtiene aśı un algoritmo polinomial con la complejidad del lema.

Observación 5.8 Si G contiene una Joya, entonces G contiene un odd hole.

5.1.3. Detector de shortest odd hole clean.

Lema 5.9 Sea G un grafo que no contiene Joyas ni Pirámides, y sea C un shortest

odd hole en G. Dados u, v ∈ V (C) distintos no adyacentes, y L1, L2 los dos posibles

subcaminos de C que unen u y v, |E(L1)| < |E(L2)|. Entonces:
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Figura 5.5:

• L1 es un mı́nimo camino entre u y v.

• Para todo camino mı́nimo P entre u, v, P ∪ L2 es un shortest odd hole de G, y

además clean.

Figura 5.6:

Como consecuencia del lema anterior se desprende.

Lema 5.10 Existe un algoritmo tal que, dado un grafo G sin Joyas ni Pirámides,

determina si G contiene un odd hole, o no hay un clean shortest odd hole. El algo-

ritmo tiene complejidad O(|V (G)|4).

Algoritmo • Primeramente calculamos, si existen, los caminos mı́nimos entre los

vértices u y v de G (llamémoslo P (u, v)), para cada par de vértices distintos.

• Para cada 3-upla u, v, w se verifica si P (u, v), P (v, w), P (w, u) forman un odd hole.
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Este algoritmo tiene una complejidad O(| V (G) |5). Pero esta puede reducirse usando

el procedimiento del coloreo blanco y negro usado en 5.5.

Figura 5.7:

5.1.4. El uso de near-cleaners y final de la rutina 1.

Lema 5.11 Existe un algoritmo tal que dado un grafo G sin Joyas ni Pirámides y

un subconjunto X de V (G), determina si G tiene un odd hole o no hay un shortest

odd hole C tal que, X es un near-cleaner para C, con complejidad O(|V (G)|4)

Demostración Hay un camino simple para construir un algoritmo de estas carac-

teŕısticas: enumerando todos los subconjuntos Y ⊆ X con |Y | ≤ 3, y aplicando el

algoritmo dado en 5.10 a G\(X\Y ) para cada Y . Si el algoritmo determina que tiene

un odd hole entonces uno de estos subgrafos tiene un clean shortet odd hole. En caso

contrario X no es un near-cleaner para ningún shortest odd hole de G. Este simple

algoritmo cumple lo pedido, pero su complejidad es O(|V (G)|7) y puede mejorarse

la eficiencia como se verá a continuación.

• Para cada par x, y ∈ V (G) distintos, se busca un mı́nimo camino R(x, y) entre

x e y tal que no contenga vértices internos en X, si tal camino existe notamos la

longitud por r(x, y); en caso contrario r(x, y) = ∞.

Para cada y1 ∈ V (G)\y1 y los caminos de longitud dos x1 − x3 − x2 de G\y1, se

chequea si las siguientes condiciones se cumplen, donde y2 es el vecino de y1 en

R(x2, y1):
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Figura 5.8:

• r(x1, y1), r(x2, y2) son ambos finitos (y por lo tanto y2 está definido).

• r(x2, y1) = r(x1, y1) + 1 = r(x1, y2) := n.

• r(x3, y1), r(x3, y2) ≥ n.

Si se encuentra una 4-upla x1, x2, x3, y1, que cumpla estas condiciones el algoritmo

reportará que hay un odd hole. En caso contrario reportará que no hay un shortest

odd hole en C tale que X sea un near cleaner para C.

Quedaŕıa por ver que el algoritmo funciona correctamente. Supongamos que existe

una 4-upla x1, x2, x3, y1 que satisface las tres condiciones, y sean y2 y n como antes.

Probaremos que en ese caso G contiene un odd hole. Sea R(x1, y1) = p1 − · · · − pn,

R(x2, y1) = q1 − · · · − qn+1, donde p1 = x1, pn = qn+1 = y1, q1 = x2 y qn = y2. De

la definición de R(x1, y1) y R(x2, y1) se sigue que los vértices p2, ..., pn−1, q2, ..., qn no

pertenecen a X, y de la elección de y1 se sigue que y1 /∈ X (posiblemente x1, x2, x3

pertenezcan a X).

Dado que r(x1, y1) = r(x2, y1)−1, se sigue que x2 /∈ R(x1, y1) , por el mismo motivo

x1, x2 no son adyacentes y x1 /∈ R(x2, y1). Dado que r(x3, y1), r(x3, y2) ≥ n, se sigue

que x3 /∈ R(x1, y1), R(x2, y1), y no tiene vecinos en R(x1, y1)−{x1}, R(x2, y1)−{x2}.
Como consecuencia de que r(x1, y2) = n, y2 /∈ R(x1, y1). Probaremos a continuación

que los vértices p2, ..., pn−1 son distintos de q2, ..., qn. Supongamos que pi = qj para

algún 2 ≤ i ≤ n − 1 y 2 ≤ j ≤ n. Entonces ambos subcaminos de pi a y1 resultan

ser subcaminos de un camino mı́nimo, por lo tanto deben tener la misma longitud,

es decir j = i + 1, por lo tanto p1 − · · · − pi − qj+1 · · · − qn contienen un camino
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entre x1, y2 de longitud ≤ n−2 , contradiciendo el hecho que r(x1y2) = n. Entonces

R(x1, y1) y R(x2, y1) tienen a y1 como único vértice en común. Si no hubiera aristas

entre R(x1, y1) − {y1} y R(x2, y1) − {y1} la unión de R(x1, y1) − y1, R(x2, y1) − y1

y x1 − x3 − x2 forman un odd hole y el algoritmo funciona correctamente. Ahora

asumamos que piqj es una arista siendo 1 ≤ i ≤ n−1 y 1 ≤ j ≤ n y probaremos que

i ≥ j. Si j = 1 es trivial, asumamos que j > 1. En ese caso habŕıa un camino entre x1,

y2 con vértices en {p1, ..., pi, qj , ..., qn}, con lo cual su longitud es ≤ n−j+i y no tiene

ningún vértice interno en X (dado que j > 1), y como r(x1, y2) = n, se sigue que

n− j + i ≥ n y por lo tanto i ≥ j como afirmamos previamente. Consecuentemente

i ≥ 2, dado que x1, x2 son no adyacentes. Pero además, r(x2, y1) ≥ n, y por lo tanto

j + n − i ≥ n, esto es j ≥ i. Y finalmente queda probado que i = j, y eligiendo i

mı́nimo resulta que x3 − p1 − · · ·− pi − qi − · · · q1 − x3 es un odd hole, y nuevamente

en este caso el algoritmo funciona correctamente. Por lo tanto cuando el algoritmo

determina que G tiene un odd hole lo hace correctamente.

Faltaŕıa probar que cuando el algoritmo determina que no hay un shortest

odd hole C en G tal que X es un near cleaner para C, lo hace correctamente.

Supongamos que X es un near cleaner para un shortest odd hole en C. Por lo tan-

to, para alguna elección de x1, x2, x3, y1, todos estos cuatro vértices yacen en C,

dc(x2, y1) = dc(x1, y1)+ 1 := n , y C es un clean shortest odd hole de longitud en H ,

donde H = G− (X −{x1, x2, x3}). Notar que en particular V (C)∩X ⊆ {x1, x2, x3}.
Probemos que si u, v ∈ V (C) entonces r(u, v) ≥ dH(u, v) = dC(u, v). Si R(u, v) existe

entonces alguno de sus vértices internos están en X, por lo tanto es un camino en H ;

y como consecuencia r(u, v) ≥ dH(u, v).Por el lema 5.9 resulta dH(u, v) = dC(u, v),

probando aśı nuestra afirmación.

Dado que r(x1, y1) ≤ dC(x1, y1) (porque V (C) ∩ X ⊆ {x1, x2, x3}), se sigue de la

afirmación anterior que r(x1, y1) = n−1 y R(x1, y1) resulta un camino mı́nimo en H

entre x1 e y1. Por el lema 5.9 podemos elegir C tal que R(x1, y1) es un camino de C.

Similarmente r(x1, y1) = n, y podemos asumir que R(x2, y1) es un camino en C. En

particular y2 ∈ V (C). Usando el mismo argumento, r(x1y2) = dC(x1, y2) = n. Ahora

dC(x3, y1) = n, y por la afirmación anterior resulta r(x3, y1) ≥ n, y similarmente

resulta r(x3, y2) ≥ n. También en este caso el algoritmo corre correctamente, deter-

minando que G tiene un odd hole, funcionando correctamente en todos los casos.

En O(|V (G)|3) busca todos los mı́nimos caminos, chequear las 4-uplas x1, x2, x3, y1

lleva O(1) operaciones. Por lo tanto el algoritmo corre en O(|V (G)|4). Como se

afirma en el enunciado del lema.
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5.2. Rutina 2.

Comencemos definiendo algunas estructuras importantes.

Definición 5.12 Una configuración del tipo T1 en un grafo G, es un hole de longitud

5.

Definición 5.13 Una configuración del tipo T2 en un grafo G es una sucesión

v1, v2, v3, v4, P, X tal que:

•v1 − v2 − v3 − v4 es un camino en G.

• X es un anticomponente del conjunto formado por todos los vértices {v1, v2, v3}-
completos.

• P es un camino en G\(X ∪ {v2, v3}) entre v1,v4 y ningún vértice de P ∗ es X-

completo ó adyacente a v2 ó adyacente a v3.

Definición 5.14 Una configuración del tipo T3 en G es una sucesión v1, ...., v6, P, X

tal que:

• v1, ...., v6 son vértices distintos de G.

•v1v2, v3v4, v1v4, v2v3, v3v5, v4v6 son aristas, y v1v3, v2v4, v1v5, v2v5, v1v6, v2v6,

v4v5 son no adyacentes.

•P es un camino en G\(X ∪ {v1, v2, v3, v4}) entre v5, v6 y ningún vértice de P ∗ es

X-completo ó adyacente a v1 ó adyacente a v2.

• Si v5v6 es una arista entonces v6 no es X completo.

Figura 5.9: Configuraciones T2 y T3.

Claramente se puede testear en O(|V (G)|5) si un grafo G contiene una configu-

ración del tipo T1. A continuación daremos resultados análogos para las otras dos

configuraciones.
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Lema 5.15 Existe un algoritmo tal que dado un grafo G, resporta si G tiene una

configuración del tipo T2 con complejidad O(|V (G)|6).

Demostración Enumeramos todos los caminos v1 −v2−v3 −v4 de G. Para cada uno

calculamos el conjunto Y de todos los vértices {v1v2, v4}-completos. Luego buscamos

todas las anticomponentes de Y . Para cada anticomponente de X testeamos si hay

un camino P entre v1,v4 en G − {v2, v3}, tal que ningún vértice interno en P sea

X-completo. y este algoritmo evidentemente cumple con las condiciones del lema.

Lema 5.16 Si G es Berge y X es un conjunto de vértices anticonexo, y P es un

camino impar en G - X tal que ambos extremos de P son X-completos y ninguna

arista de P es X-completa. Entonces todo vértice X-completo tiene un vecino en P ∗.

Corolario 5.17 Si G tiene una configuración T2 entonces G no es Berge.

Demostración Sea v1, v2, v3, v4, P, X una configuración T2 de G. Si P es par entonces

v1 − v2 − v3 − v4 −P − v1 es un odd hole, mientras que si P es impar entonces dado

que el vértice v2 es X -completo y no tiene vecinos en P ∗ , y como los extremos de

P son X -completos y los vértices internos no lo son, se sigue del lema 5.16 que G

no es Berge.

Lema 5.18 Existe un algoritmo tal que dado un grafo G determina si tiene un

configuración T3, en O(|V (G)|6).

E numerar todas las 3-uplas v1, v2, v5 de vértices distintos, tales que v1v2 es una

arista y v5 no es adyacente a v1ni a v2. Para cada 3-upla hallada buscar el conjunto

Y formado por todos los vértices {v1, v2, v5}-completos y buscar sus anticompo-

nentes. Para cada anticomponente X, buscar un subconjunto maximal conexo F ′

que contiene a v5, con la propiedad que v1v2 no tiene vecinos en F ′ y ningún vértice

en F ′\{v5} es X-completo. Sea F la unión de F ′ y todos los vértices X-completos

que no son adyacentes a v1, v2, v5 y tiene un vecino en F ′. Para la misma 3-upla y

X enumeramos todos los vértices v4 que son adyacentes a v1 y no a v2, v5, y tiene

un vecino en F y un no-vecino en X. Para cada elección de v4 se testea si hay un

vértice v3 adyacente a v2, v4, v5 y no a v1, con un no vecino en X. Si encontramos un

tal v3, dado v6 un vecino de v4 en F , y P un camino de v6a v5 con interior en F ′,
entonces v1, ...., v6, P, X es una configuración del tipo T3. Si luego de chequear todos

los v1, v2, v5, X, v4 no se encuentra un v3, entonces no hay una tal configuración.
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Este algoritmo es evidentemente un correcto test par la configuración T3. Dado que

hay O(|V (G)|3) 3-uplas v1, v2v5 que examinar, par cada 3-upla hay O(|V (G)) elec-

ciones de X, y cada una toma O(|V (G)|2) ser procesada. Por lo tanto la complejidad

de este algoritmo es O(|V (G)|6)

Para probar que si G contiene una configuración tipo T3 no es Berge. Se necesita el

siguiente lema de Russel-Rubio [38].

Lema 5.19 Sea G Berge, X un conjunto anticonexo de V(G) y P = p1 − · · · −
pn un camino impar en G\X con longitud ≥ 5, tal que p1, pn son X-completos y

p2, ...., pn−1no lo son. Entonces existe un par x, y ∈ X no adyacentes, tal que hay

exactamente dos aristas entre x,y y P ∗, xp2 e ypn−1.

Corolario 5.20 Sea G Berge, X ⊆ V (G) conexo. Y v1, v2.v3, v4, p1, p2 vértices dis-

tintos de G\X tales que:

•v1v3 y v2v4 son aristas , y no hay aristas entre {v1, v3}y {v2, v4}.
•v1, v4 tienen un vecino en X, ningún vértice de X es adyacente a v3 y v4 simul-

taneamente; y v1, v2 no tienen vecinos en X.

•p1, p2 /∈ E(G), p1es adyacente a v1, v2, v4 y no a v3, y por último;

• Hay un camino entre v3, v4 con interior en X tal que p1, p2 no tienen vecinos en

X.

Finalmente se deduce a partir de este lema:

Lema 5.21 Si G contiene una configuración del tipo T3. Entonces G no es Berge.

Demostración Sea G Berge y supongamos que v1, ...., v6, P, X es una configuración

del tipo T3 en G. Sea Q un anticamino entre v3, v4 con interior en X, puede ser

completado a un antihole via v4−v5−v1−v3, por lo tanto Q es impar y v1−v3−Q−
v4−v2 es un anticamino. Por el lema 5.19, aplicado a G al camino v1−v3−Q−v4−v2

y el conjunto anticonexo V (P ), se deduce que existe p1, p2 ∈ V (P ), adyacentes en

G, tales las únicas aristas en G entre p1, p2y V (Q) son p1v4, p2v3. Aplicando el lema

anterior a G se deduce que algún z ∈ X no es adyacente a v3, v4 ó p1, p2 son ambos

X-completos. Lo primero es imposible dado que z − v1 − v4 − v3 − v5 − z no es

un odd hole. Lo segundo es imposible dado que ningún vértice interno de P es X-

completo, y si v5, v6 son adyacentes, entonces por hipótesis v6 no es X-completo . Por

lo tanto G no contiene una tal configuración. Quedando aśı demostrado el teorema.
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Recordemos que un hole C de G es amenable si:

• C es un shortest odd hole de G de longitud al menos 7, y

• Para todo conjunto anticonexo X de vértices C−majors hay una arista X-completa

en C.

El siguiente resultado da por concluida la rutina 2.

Lema 5.22 Sea G un grafo que no contiene pirámides , configuraciones T1, T2 o T3

y G ó G no contienen joyas. Entonces todo shortest odd hole en G es amenable.

5.3. Algoritmo Cleaning.

Comenzaremos ahora con los preliminares de la rutina 3.

Definición 5.23 Notaremos por N(a, b) el conjunto de todos los vértices {a, b} -

completos. Y una 3 - upla (a, b, c) la llamaremos relevante si a �= b y c /∈ N(a, b)

(posiblemente c ∈ {a, b}). Para estas 3 -uplas tenemos que:

•r(a, b, c) es el cardinal de la anticomponente de mayor cardinal de N(a, b) que

contiene un vértice no adyacente a c (ó 0 si c es N(a, b) - completo).

•Y (a, b, c) es la unión de las anticomponentes de N(a, b) que tienen cardinal estric-

tamente mayor que r(a, b, c).

•W (a, b, c) es la anticomponente de N(a, b) ∪ {c} que contiene a C.

•Z(a, b, c) es el conjunto de todos los vértices Y (a, b, c) ∪ W (a, b, c) - completos.

•X(a, b, c) = Y (a, b, c) ∪ Z(a, b, c).

El algoritmo se basa en el siguiente lema:

Lema 5.24 Sea C un shortest odd hole en G, con longitud a lo sumo 7. Entonces

hay una 3 - upla (a, b, c) relevante de vértices tales que:

•El conjunto de todos los vértices C-majors que no están en X(a,b,c) es anticonexo.

•X(a,b,c)∩V(C) es un subconjunto de algún conjunto de vértices formado por un

camino de longitud 2 en C.

78



Lema 5.25 Existe un algoritmo polinomial, de complejidad O(|V (G)|5), que ge-

nera O(|V (G)|5) subconjuntos de V (G), tales que si C es un amenable hole en G ,

entonces uno de estos subconjuntos es un near-cleaner para C.

Demostración Describiremos el algoritmo. Para cada par de vértices u, v adyacentes

en G calculamos N(u, v), y listamos todos tales conjuntos. Para cada 3 - upla

relevante (a, b, c) calculamos X(a, b, c) y listamos todos tales conjuntos. La salida

del algoritmo serán todos los subconjuntos formados por la unión entre un conjunto

de la primera lista y la segunda.

Para probar que el algoritmo funciona correctamente, supongamos que C es un

amenabla hole en G. Por el lema anterior existe una 3 - upla (a, b, c) que satisface

el lema. Dado que el conjunto de todos los vértices C - major, que llamaremos T ,

que no están en X(a, b, c) es anticonexo y C es amenable, existe una arista uv de C

que es T - completa, por lo tanto T ⊆ N(u, v). Pero entonces N(u, v)∪X(a, b, c) es

un near-cleaner de C, y este es uno de los conjuntos de la salida del algoritmo antes

descripto.

5.4. Algoritmo de Reconocimiento de grafos

Berge.

Sólo hay que reunir las piezas desarrolladas en las secciones anteriores.

Lema 5.26 Existe un algoŕıtmo polinomial, de complejidad O(|V (G)|9), que dado

un grafo G determina si es Berge.

Demostración Se aplica los algoritmos 5.4, 5.6, 5.16, 5.17 a G y G y se analiza la

existencia de un configuración T1 (observando si cada 5-upla de vértices de G forma

o no un hole o antihole. Si se encuentra alguna de estas estructura el algoritmo

determina que G no es Berge. En caso contrario por el lema 5.21 sabemos que todo

shortest odd hole es amenable. Luego usando el algoritmo 5.24 se obtiene O(|V (G)|5)
subconjuntos. Para cada subconjunto X aplicamos el algoritmo 5.10 al par X, G,

si encuentra un odd hole el algoritmo habrá determinado que G no es Berge. Si

después de terminar el algoritmo 5.10 no encontró un odd hole, se repite todo el

procedimiente para G (a partir de la aplicación del algoritmo 5.24). Si nuevamente
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no se detecta un odd hole, el algoritmo determina que G es Berge y por lo tanto es

perfecto.

Faltaŕıa probar:

G no es Berge ⇔ el algoritmo determina que G no es Berge

(⇐) Trivial.

(⇒) Supongamos que G no es Berge, podemos suponer (sin pérdida de generalidad)

que G contiene un odd hole. Luego hay un shortest odd hole en G que llamaremos C

y supongamos también que en la primer fase del algoritmo no se encuentra ningún

odd hole, es decir, tanto G como G no contiene joyas, piramides y tampoco con-

figuraciones Ti con i = 1, 2, 3. Como concecuencia del lema 5.21 C es amenable y

luego sabemos por 5.24 que alguno de los conjuntos X es un near cleaner para C.

Finalmente el algoritmo 5.10 aplicado al par (G,X) encontrará un odd hole.
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Caṕıtulo 6

Variantes de grafos perfectos.

Existen otras familias de grafos, que por sus similitudes con los grafos perfectos

describiremos someramente en este caṕıtulo.

6.1. Grafos K-perfectos

Los grafos K-perfectos son un caso particular de grafos de intersección, en el caṕıtulo

1 vimos que relación existe entre los grafos perfectos y su poliedro asociado. en esta

sección enunciaremos un resultado similar (ver [25], [3]) para los grafos que son clique

Helly y K-perfectos.

Definición 6.1 Sea K(G) el grafo de intersección de las cliques del grafo G, es

decir los vértices son las cliques de G y dos vértices son adyacentes en K(G) si y

sólo si sus respectivas cliques tienen intersección no vaćıa. A un grafo G se lo llama

K-perfecto si y sólo si K(G) es perfecto.

Definición 6.2 Se dice que un familia de conjuntos cumple la propiedad de Helly,

si para toda subfamilia tal que sus conjuntos tienen intersección no vaćıa dos a dos,

entonces la intersección de todos los conjuntos de esta subfamilia es no vaćıa.

Definición 6.3 Diremos que un grafo G es clique Helly si la familia de conjuntos

conpuesta por las cliques de G cumple la propiedad de Helly (CH), y clique-Helly

hererditario si todo subgrafo inducido de G es clique-Helly (HCH).
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Figura 6.1: A la derecha vemos el grafo G con sus cliques enumeradas y la izquierda

K(G) = K4, G es K-perfecto

Recordemos que un grafo G sea perfecto es equivalente a que G sea pluperfecto, es

decir el poliedro PG = {x ∈ Rn|KGx ≤ 1, x ≥ 0} es entero (KG es la matriz de

clique de G). El siguiente teorema relaciona los grafos que son K-perfectos y clique

Helly con la matriz de clique de G transpuesta .

Teorema 6.4 [25] G es K-perfecto y clique Helly si sólo si PG = {x ∈ Rn|(KG)tx ≤
1, x ≥ 0} es entero.

6.2. Grafos Clique Perfectos

Definición 6.5 Se denomina conjunto transversal de cliques del grafo G a un con-

junto de vértices que interseca a todas las cliques de G. Un conjunto independiente

de cliques de G es un conjunto de cliques de G tal que su intersección es vaćıa dos

a dos. Notaremos:

αC(G) = cardinal de un conjunto independientes de cliques máximo.

τ(G) = cardinal de un conjunto transversal de cliques de G mı́nimo.

Un grafo G es clique perfecto si αC(H) = τ(H) ∀H subgrafo inducido de G.

Observación 6.6

αC(G) ≤ τ(G) ∀G

Definición 6.7 Un grafo r-sol generalizado es un grafo compuesto por un ciclo

impar tal que si dos vértices consecutivos forman una clique con otro vértice del
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Figura 6.2: C5 no es clique perfecto ya que αC(G) = 2 y τ(G) = 3, W4 es un grafo

clique pefecto.

ciclo, existe otro vértice que no esta en el ciclo que tiene como vecinos únicamente

a estos dos vértices. Por otro lado todo vérice del grafo pertenece al ciclo o forma

un clique con dos vértices concecutivos que pertenecen al ciclo.

Figura 6.3: s-soles generalizados con s = 5 y s = 7

Teorema 6.8 ([33], [3]) Los grafos r-sol generalizado con r ≥ 3 no son clique

perfectos.

Veamos a continuación que relación existe entre los grafos perfectos y los clique

perfectos. Se puede ver que el grafo 5-sol generalizado [25] no es clique perfecto, pero

sin embargo es perfecto. Cabe preguntarse si un grafo perfecto es o no clique perfecto.

Lamentablemente el siguiente resultado nos muestra que los grafos perfectos no son

una subfamilia de los grafos clique perfectos.
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Teorema 6.9 [3] Los grafos C2r+1 si 2r+1 no es múltiplo de 3 no es clique prefecto

y en caso contrario si lo es.

Un problema abierto para esta familia de grafos es encontrar una caracterización

mediante subgrafos prohibidos (como en el caso de los grafos perfectos). A conti-

nuación veremos una serie de resultados parciales obtenidos en esta dirección cuando

éstos pertenecen a una determinada clase. Otra problema abierto es si existe un

algoritmo polinomial de reconocimiento para esta familia de grafos.

Definición 6.10 Diremos que un grafo G es interesante si ningún subgrafo inducido

es isomorfo a un sol generalizado impar ó un antihole de longitud mayor a 5 e igual

a 1,2 (módulo 3).

Los siguientes resultados pueden verse en: [4], [5].

Teorema 6.11 Sea G un grafo que no contiene a K4 − e como subgrafo inducido.

Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

• G es interesante.

• Ningún subgrafo inducido es isomorfo a un sol generalizado impar.

• G es clique-perfecto.

Teorema 6.12 Se G un grafo que no contiene a K1,3 como subgrafo inducido y es

HCH. Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

• G es interesante.

• Ningún subgrafo inducido es isomorfo a un odd hole ó C7.

• G es clique-perfecto.

Teorema 6.13 Sea G es un grafo de ĺınea. Entonces,los siguientes enunciados son

equivalentes:

• G es interesante.

• Ningún subgrafo inducido es isomorfo a un odd hole ó a un 3-sol generalizado.

• G es clique-perfecto.
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