UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Departamento de Matematica

Gralfos perfectos.

Una resena sobre los principales resultados conocidos.

Tesis de Licenciatura

Alumno: Luciano N. Grippo

Director: Dr. Guillermo A. Duran.

Marzo-2006



Dedicado a la memoria de mis abuelos, Oscar y Jose.



Resumen

Este trabajo consiste de seis capitulos. En el primero se introduce la notacién nece-
saria y algunas nociones sobre grafos perfectos. En el segundo capitulo abordamos
el teorema débil de grafos perfectos, en la primer seccién mostramos como Lovasz
demuestra este teorema utilizando teoria de grafos, mientras que en la segunda
seccién damos una breve introduccion sobre teoria poliedral, la relacién que existe
entre poliedros y grafos perfectos y como se utiliza para demostrar el teorema débil;
esta demostracion alternativa mantiene los rasgos generales de la demostracion de
Fulkerson. El tercer capitulo contiene una aplicacién del famoso algoritmo del elip-
soide, algoritmo de suma importancia tedrica, que fue aprovechada por Groétschel,
Lovész y Schrijver [26] para demostrar que el problema de coloreo se puede resolver
en tiempo polinomial, para los grafos perfectos. En el cuarto capitulo veremos los
pasos que se siguieron para demostrar la conjetura fuerte sobre grafos perfectos
[14] y cuales fueron las ideas utilizadas, sin ahondar en los detalles técnicos de la
demostracion. En el quinto capitulo estudiaremos el algoritmo de reconocimiento de
grafos perfectos [12], si bien la demostracién de la conjetura fuerte fue un resulta-
do de gran importancia, este algoritmo polinomial no utiliza de manera directa el
teorema fuerte en su implementacién. Finalmente en el sexto capitulo, veremos dos
variantes importantes de los grafos perfectos: los grafos clique perfectos, K-perfectos

y una serie de resultados relevantes obtenidos en estos tltimos anos.
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Capitulo 1

Definiciones y conceptos previos

1.1. Notacién y grafos especiales

Definicién 1.1 Un grafo G = (V(G), E(G)) estd compuesto por dos conjuntos,
V(G) es un conjunto finito que llamaremos vértices del grafo. E(G) C V(G) x V(QG)
(con u # v), consideramos e = (u,v) = (v,u) para u,v € V(G) y las llamamos
aristas del grafo y a w y v lo llamamos extremos de la arista e. En ocasiones, cuando
quede claro, usaremos la notacion abreviada G = (V, E) o simplemente G.
Diremos que dos vértices son adyacentes si y sélo si (u,v) € E(G). Se representard,
graficamente, cada vértice como un punto y si dos vétices son adyacentes estardn
unidos por un segmento.

El cardinal del conjunto de vértices y aristas serd motado respectivamente como
V(&) y |E(G)].

Definicién 1.2 Llamaremos el complemento de un grafo G = (V, E) y lo notamos
G = (V, E) al grafo que se obtiene a partir de G de la siguiente forma: V =V (GyG
tienen los mismos vértices) y E(G) = {(u,v) € V(G) x V(G)|u # vy(u,v) ¢ E(G)}.
Observacién 1.3 Dos vértices del grafo G u y v son no adyacentes si y solo si son

adyacentes en G.

A continuacién introduciremos algunos grafos que seran mencionados en los proxi-

mos capitulos.

Definicién 1.4 Diremos que un grafo es completo si y solo si todos sus vértices son

adyacentes entre si. Al grafo completo con n vértices lo notamos por K,
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Definicién 1.5 Diremos que un grafo es bipartito si existe dos subconjuntos dis-
guntos A, B C V(QG) tales que V.= AU B y dos vértices u y v son adyacentes solo
siu € Ayv € B o viceversa. Al grafo bipartito con |A| = m y |B| = n tal que
todos los vértices de A son adyacentes a todos los vértices de B lo llamamos grafo
bipartito completo, y lo notamos por K, .

Ks

Figura 1.1: Grafo completo de cinco vértices y grafo bipartito completo con |A| = 3
y |B| =3.

Definicién 1.6 Sea G = (V, E) un grafo. Diremos que H = (X, F') es un subgrafo
de G siysolosiX CV yF CX xX, sisecumple que F = {(u,v) € Eluv € X}
diremos que H es un subgrafo inducido de G y lo notamos por G[X].

Definicién 1.7 Sean G = (V, E) y G’ = (V', E') dos grafos, diremos que son iso-
morfos si existe una funcion biyectiva f : V. — V' tal que (u,v) € E si y sélo si

(f(u), f(v)) € E".

Definicién 1.8 Dado un grafo G y un vértice v se define:
N() = {u € V|(u,v) € E}: conjunto de vecinos del vértice v.
Clique: es un subgrafo completo de G maximal (respecto de la inclusion).

Conjunto independiente: es un conjunto de vértices tal que mo son adyacentes
entre st.

n-ciclo: es un conjunto de vértices {vy,...,v,} tal que v; es adyacente a viy1 para
todo1 <i<n-—1ywv esadyacente a v,. Lo notamos por C,, yn es la longitud del
ciclo.



Camino: es un conjunto de vértices {vy,...,v,} tal que v; es adyacente a v;11 para
todo 1 <1i <n-—1. Lo notamos por P, = vy —vy— -+ —v,. A vy yv, los llamamos
extremos o decimos que P es un camino entre vy y v,.

G\{v}: es el grafo que se obtiene, a partir de G, eliminando v y todas su aristas que

lo tienen como extremo.

Hole (0 agujero): es un subgrafo inducido de G isomorfo a un ciclo para alginn > 4.
Si la longitud de este ciclo es impar lo llamaremos odd hole (o agujero impar) y en

caso contrario even hole (o agujero par).

Anti-hole (o anti-agujero): es un subgrafo inducido en G cuyo complememto es un

hole en G. La paridad se define igual que antes.

3
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Grafo con 3 cliques Conjunto independiente

Figura 1.2: a la izquierda estan numeradas las cliques del grafo y a la derecha los
vertices recuadrados representan un conjunto independiente del grafo.

Definicién 1.9 Diremos que un grafo G es conexo si dados dos vértices cualesquiera
u y v, existe un camino entre u y v. Si X CV y G[X] es conexo (subgrafo induci-
do por X) diremos que X es conexo. A los conjuntos conexos maximales (por la

inclusion) los llamamos componentes conexas de G.

1.2. Grafos perfectos

Antes de definir a los grafos perfectos debemos introducir algunos parametros im-

portantes:

Definicién 1.10 Sea G = (V, E) un grafo, definimos:
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w(G): es el tamano de una clique de cardinal mdzimo.

X(G): es la minima cantidad de colores necesario para colorear los vértices,de manera
tal que no haya dos vértices adyacentes con el mismo color.

a(G): es el tamano de un conjunto independiente de cardinal mdzimo.
k(G): es la minima cantidad de cliques necesaria para cubrir los vértices de G.
Observacién 1.11 Es ficil ver que w(G) < x(G), a(G) < k(G), w(G) = a(G) y

X(G) = w(G).
En 1961 Berge define los grafos perfectos [2].

Definicién 1.12 Un grafo es perfecto si y solo si w(G[A]) = x(G[A]) ,VAC V
(también llamados x-perfectos). Diremos que es a-perfecto si a(G[A]) = k(G[A])
VACV

)

Lovasz en 1972 demuestra la equivalencia entre estos grafos.
Teorema 1.13 [31] Un grafo G es x-perfecto < G es a-perfecto.

Berge probé que hay muchas clases de grafos que son prefectos: los grafos cordales o

triangulados, los bipartitos, los de comparabilidad y todos sus complementos ([2],[1]).

Observacién 1.14 FEste teorema es equivalente a decir que G es perfecto si y solo
si G es perfecto (ver la observacion 1.11).

Mas tarde Fulkerson demostré este teorema usando teoria poliedral ([20], [22], [23]).
Pero pasaron treinta anos mds hasta que se demostré la conjetura fuerte [14], que

caracteriza los grafos perfectos a partir de subgrafos prohibidos.

Teorema 1.15 Un grafo G es perfecto si y solo si G no contiene a Coyq y Copriq
conr > 2 como subgrafos inducidos, es decir no contiene odd holes ni odd anti-holes

(a estos dltimos los llamaremos grafos Berge).
Observaciéon 1.16 Claramente los grafos Co..1 no son perfectos, dado que
X(Cori1) = 3 yw(Cori1) = 2 y por lo tanto Co,yq tampoco es perfecto (ver el teorema

1.13 ).
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Observaciéon 1.17 Si bien Cyy1 y Corp1 no son perfectos, todos sus subgrafos in-

ducidos st lo son.

Definicién 1.18 Diremos que un grafo G es minimalmente imperfecto st G no es

perfecto, pero si lo son todos sus subgrafos inducidos.
Por lo tanto el teorema 1.15 se peude reformular de la siguiente manera.

Teorema 1.19 Los unicos grafos minimalmente imperfectos son Coriq y Copyq con
r> 2.

Este teorema, antes de ser demostrado en general (como se verd mas adelante) fue
demostrado en muchos casos particulares. En 1992 Prémel y Steger [35] demostraron
que el teormea se cumplia asintéticamente: sea P(n) y B(n) el conjunto de grafos

con n vértices perfectos y Berge respectivamente, entonces

P,
lim | d

=1
|
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Capitulo 2

Teorema débil.

En este capitulo daremos dos demostraciones del teorema debil de los grafos perfectos
[31]. La primera usa sélo teoria de grafos, al igual que la demostracion de Lovész. La
segunda usa resultados sobre poliedros, manteniendo los rasgos de la demostracion
de Fulkerson ([20], [22], [23]); que ese mismo ano, unos meses después de Lovasz,

demostré este teorema basandose en la teoria de pares anti-blocking.

En la primera demostraciéon se usa la definicién clasica de grafo perfectos [2]. En
la segunda se usa una definicién equivalente que vincula los grafos perfectos con la
familia de poliedros {z € R’ |Kz < 1}, donde K es la matriz de cliques, también
llamada matriz de incidencia clique - vértice del grafo.

Para la segunda demostracion se necesitan una serie de resultados relativos a
poliedros y programacion lineal, que seran enunciados sin demostracion en esta sec-
cion.

Comencemos enunciando el teorema que se demostrara.

Teorema 2.1 [31] Dado G=(V,E) un grafo, las siguientes propiedades son equiva-
lentes:

1. w(G[A]) = x(G[A]) ,YAC V.
2. a(G[A]) = K(G[A]) ,YAC V.

3. W(G[A]) - (G[A]) 2| A|,YAC V.

Observacién 2.2 Observar que probar la equivalencia entre 1. y 2. es equivalente
a probar que G es perfecto si y solo si G perfecto.
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2.1. Primera Demostracion.

Definicién 2.3 Sea G = (V, E) un grafo, V = {vy,...,v,} yh € Z‘ZVO‘, definimos el
grafo Goh, como el grafo obtenido a partir de G reemplazando por cada

h; >0, v; por un conjunto independiente H; de h; vértices. Cada vértice de H; es
adyacente a todos los vértices de N(v;). Si h; = 0 eliminamos v; y todas las aristas

que tienen a v; como extremo.

A los grafos asi obtenidos, decimos que se obtiene a partir de G = (V| E) por
multiplicacién de vértices. Necesitaremos algunos lemas referentes a esta operacion
y su relacién con la perfeccién de un grafo, para asi poder demostrar el teorema
principal de este capitulo.

1

w

4 3 4 3

Grafo G Grafo G multiplicado por 2°

Figura 2.1: A la izquierda un grafo G'y a la derecha vemos el mismo grafo multipli-
cado por el vértice 2/

Lema 2.4 Si G = (V, E) cumplen (1) y (2) del teorema 2.1 y h € Z'ZVJ entonces

H = Goh cumple (1) y (2).

Demostracion Si G esta formado por un tnico vértice, el lema se cumple trivial-
mente. Supongamos que se cumple para todo grafo con menos vértices que G =
(V, E). Si algtin h; = 0, entonces H = (G \ v;) o hi (donde hi se obtiene de h elim-
inando la coordenada i - ésima). Si G = (V, E) satisface (1) y (2) entonces G'\v;
satisface (1) y (2) luego por hipdtesis inductiva H satisface (1) y (2).

Por lo tanto podemos suponer que h; > 1V i =1,....|V], como H se obtiene de G
mediante una sucesion de operaciones del tipo H = G o v;, donde ésto quiere decir
agregar una copia de v; a G y aristas que tiene por extremos a cada vecino de v; y

el nuevo vértice ; alcanza con probar el lema para un grafo H de este tipo.
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Supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ = 1. H se obtiene de G agregando
un vértice v; no adyacente a v; y adyacente a todos los vecinos de v;. Por lo tanto
w(H) = w(G). Dado que G es w(G) - coloreable, H lo puedo colorear pintando a v,
del mismo color que vy, luego x(H) = w(G) = w(H) como querfamos probar.

Ahora asumamos que G satisface (2) y probemos que a(H) = k(H). Sea K un
cubrimiento por cliques de G con |K| = k(G) = a(G), y sea K,, la clique de G que
contiene a v;. Hay dos casos posibles:

Caso 1: v; estd contenido en un conjunto independiente méximo S (|S| = a(G)).

En este caso S' = S U {v}} es un conjunto independiente de H.

a(H)=a(G) +1

Luego K U {v;} es un cubrimiento por cliques de H, por lo tanto:

K(H)<k(G)+1=a(G)+1=a(H) <k(H)

Por lo tanto x(H) = a(H).
Caso 2: Ningun conjunto independiente maximo de G contiene a v.

En este caso:

Dado que cada clique de K interseca cada conjunto independiente méximo exac-
tamente una vez, en particular es cierto para K,,. Pero v; no pertenece a ningin

conjunto independiente maximo. Por lo tanto:

#(GIV\D]) = a(G[v\D]) = a(G) — 1 = a(H) — 1

Tomando un cubrimiento por cliques de G[V'\ D] de cardinal «(H) — 1 junto con el
clique D U {v;}, obtenemos un cubrimiento de H. Por lo tanto:

k(H)=a(H)
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Lema 2.5 Sea G = (V, E) un grafo tal que todos sus subgrafos inducidos propios
cumplen (2) del teorema 2.1. Y sea H un grafo obtenido de G por multiplicacion de
vértices. Si G satisface (3) del teorema 2.1, entonces H satisface (3) del teorema
2.1.

Demostracion Sea G un grafo que cumple (3) y sea H el minimo grafo obtenido a

partir de G por multiplicacién de vértices que no cumple (3). Por lo tanto

w(H) - o(H) < |V(H)|

y (3) se cumple para todo subgrafo inducido de H.

Como en el lema anterior, podemos asumir que cada uno de los vértices fue mul-
tiplicado por al menos un vértice y que algiin h; > 2. Supongamos, sin pérdida de
generalidad, i = 1 y sea S = {v1,..., )} el conjunto independiente correspondiente
a Uq.

Por la minimalidad de H, (3) se cumple para H[V (H)\{v1}] con lo cual:

V(H)|=1=[V(H)\0| < w(H[V(H)\b1])-a(H[V(H)\01]) < w(H)-a(H) <V(H)-1

Por lo tanto:

Definamos:

consecuentemente

pg=|V(H)| -1

Dado que X = H[V(H)\S] se obtiene de G\{v;} por multiplicacién de vértices, el
lema 2.4 implica que X satisface (2). Por lo tanto X puede ser cubierto por ¢ cliques
Ky, ... K, (|[Ki| > - > |K,|). Obviamente,
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q
D UIK|=IV(H) =S |=| V(H) | ~h=pg—(h—1)
i=1
dado que |K;| < p, alo sumo h — 1 de los K; contribuyen p a la suma. Por lo tanto,

K| == |Kpnp1| =p

Sea H = H[K,U---U K,_p41 U {01}]. Entonces
| V(H) [=pla—h+1)+1<pg+1=|V(H)]
Por minimalidad de H, w(H) - a(H) > |V(H)|. Como p = w(H) > w(H), conse-

cuentemente

o V)
a(H) > p

>(q@—h+1)+1>qg—h+1

Sea S un conjunto independiente de cardinal ¢ — h + 2, luego vy € S. Por otro lado
S deberfa contener dos vértices de una misma clique.

Por lo tanto 7' = S U S es un conjunto independiente de H con q + 1 vértices,
contradiciendo la definicion de gq. o

Demostracion del teorema 2.1 Asumamos que el teorema es vélido para todo grafo

con menos vértices que G.

(1) = (3) Supongamos que podemos colorear G[A] con w(G[A]) colores, dado que
hay a lo sumo a(G[A]) vértices de un mismo color se sigue que w(G[A]) - a(G[4]) >
A

(3) = (1) Si G = (V,E) satisface (3), entonces, por hipétesis inductiva, cada uno de
los subgrafos inducidos propios de G satisfacen (1) y (3). Luego alcanza con probar
que a(G) = x(G).

Si existiera un conjunto independiente S de vértices de G tal que w(G[V — S]) <
w(G), podriamos pintar S de naranja y V — S con w(G) — 1 colores (sin usar el
naranja), por lo tanto w(G) = x(G).

Supongamos que G[V — S] contiene un w(G) - clique K(S), para todo conjunto
independiente S de G. Sea L la coleccion de todos los conjuntos independientes de
G, observar que S N K(S) = 0.
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Para cada z; € V, h; denota el nimero de cliques K(S) que contienen a x;. Sea
H = (X, F) el grafo que se obtiene multiplicando cada x; por h;. Consecuetemente
por el lema 2.5,

w(H) - o(H) = | X].

Por otro lado, usando simples argumentos combinatorios, se puede mostrar facil-

mente que

|X|:th‘

r, eV

=Y | K(S)[=w(G) | L]
seL
Efectivamente, si se considera la matriz de incidencia cuyas filas estan indexadas
por los vértices 1, ..., ¥, y cuyas columnas se corresponden a las cliques K (S) para
S € L. Entonces , h; es igual al nimero de coordenadas no nulas en la fila i, | K(.5)]
es igual al nimero de coordenadas no nulas en su correspondiente columna, la cual

por definicién es igual a w(G).

W(H) < (@)

Dado que a lo sumo una copia de cualquier vértice de GG puede estar en una clique

de H

a(H) = méx h;.
TeL

Dado que si un conjunto independiente maximo contiene una copia de z;, entonces
debe contener a todas las respectivas copias, si restringimos nuestra atencion a las

filas de la matriz que corresponden a los vértices que pertenecen a T, obtenemos

a(H) =max[) [T nEK(S)|]

TeL
seL
<|L[-1
Y por lo tanto
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w(H) -a(H) <w(@) - ([£]-1) <[X],

llegando asi a un contradiccion.

(2) < (3). Esto se satisface trivialmente,por las siguentes equivalencias:

G satisface (2) < G satisface (1) & G satisface (3) & G satisface (3) o

2.2. Segunda demostracion.

Esta demostracién utiliza definiciones y resultados sobre poliedros, que enunciaremos
sin demostracion.

2.2.1. Definiciones y resultados sobre poliedros.

Definicién 2.6 Un poliedro P C IR" es un conjunto de puntos que satisfacen un
nidmero finito de inecuaciones lineales; es decir P = {x € R"|Az < b}, donde (A|b)

es una matriz de m x (n 4+ 1).
Definicién 2.7 Un poliedro P C IR" acotado, se lo llama politopo.

Definicién 2.8 Dado un conjunto S C IR"™, diremos que x € R" es una combi-
nacion convexa de S, si existen un nimero finito de puntos {z;}i_, de S y A € R"
con Y v A =1 tales que x = Y"1 | Nx;. Al conjunto formado por los puntos de
R"™, que son combinacion convexa de S, lo llamaremos capsula convexa de S, y lo
notamos conv(S).

Definicién 2.9 Sea P C IR" un poliedro, diremos que x € P es un vértice de P si
no ezisten x1, xo € P (x1 # x3) tales que x = %331 + %@,

Definicién 2.10 Diremos que un poliedro P C IR} es entero si todos sus vértices

tienen coordenadas enteras.
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Grafo y su matriz de cligue

T
I
O O =
S = =
— O
S = O
— O O

Figura 2.2: La matriz de clique y su grafo derivado.

2.2.2. Grafos Pluperfectos.

Definicién 2.11 Una matriz de cliques Kq de un grafo G, es una matriz de ceros
y unos, cuyas filas representan todas las cliques de G y las columnas representan los
vértices de G. El elemento (i, j) de la matriz es 1 si el vértice j pertenece a la clique

1, y 0 encaso contrario.

Definicién 2.12 Liamaremos politopo asociado al grafo G a P = {z € R"|Kgx <
ly x>0}

Donde 1 =(1,....,1) y 0 = (0, ...., 0).

Definicién 2.13 Un grafo G es pluperfecto si y sélo si su politopo asociado es en-
tero.

Proposicién 2.14 Sea P; = {x € R"|Azx < 1} C IR" un poliedro, entonces P =

conv{by, ....,b.} donde las b;s son los vértices de P.

Definicién 2.15 Diremos que x € R" (n = |V(G)|) es el vetor caracteristico de un

conjunto independiente S de G si: x, =1V v €S y0 en caso contrario.

Lema 2.16 Sea Pg el politopo asociado al grafo pluperfecto G; x es un vértice de

P si y solo st x es un vector asociado a un conjunto independiente de G.
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Demostracion (=) Si x es un vértice de P, por definicién sus coordenadas deben
ser enteras. Dado que K es una matriz clique de G y x > 0, se deduce que x
debe ser un vector de ceros y unos. Por lo tanto representa un subconjunto S de
vértices de G, luego alcanza con probar que estos vértices no son adyacentes entre
si. Supongamos que existieran u, v € S adyacentes en G, por lo tanto existe un fila
K; de K¢g que tiene un 1 en la columna u y en la v. Luego K;x > 2, contradiciendo
el hecho que =z € P.

(<) Sea x es el vector caracteristico de algin conjunto independiente de G, clara-
mente x € P. Luego, por la proposicion 2.14, se ve que x pertenece a la capsula

convexa formada por algunos vértices de P (llamémoslos, {b1, ....,bs}), es decir

xk:Zcibf donde 1:201- y0<g¢ <1

i—1 i=1
Por lo tanto si z¥ = 1 entonces b¥ =1V 4, si % = 0 entonces b} = 0 Vi. Por lo tanto

x = b; y resulta ser un vértice de P, como queriamos probar. o

En otras palabras, existe una biyeccion entre los conjuntos independientes de un
grafo pluperfecto G y los vértices de su politopo asociado.

Proposicion 2.17 Todo subgrafo inducido de un grafo pluperfecto G es pluperfecto.

Demostracion El poliedro inducido por un subgrafo inducido de G, por ejemplo
G[V\U] donde U C V (|U| = k), resulta ser P = {x e R"* | K <1y x> 0};
donde K se obtiene de K¢ (matriz de cliques de G) eliminando las k columnas
correspondientes a los vértices de U. Se ve facilmente que todo vértice de P es una
proyeccién de un vértice de P y por lo tanto sus coordenadas son enteras. o

Por el principio de dualidad (ver la proposicién 2.19) y debido a la relajacién sobre
las restricciones tenemos la desigualdad:
a(G) <méx{lz|Kgr <1, z € R} = min{lylyKe > 1, y € RT} < k(G)

Para el caso de los grafos perfectos vale la igualdad. En cambio, si por ejmplo, G
fuera un ciclo con 2k + 1 vértices resulta a(G) =k, k(G) =k + 1 y el problema de
programacion lineal relajado tiene como resultado k& + %
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Se puede generalizar a(G) y k(G) al caso en que los vértices de G tengan un peso,

de la siguiente manera:

a(G,c) = max{cx|Kgx <1, x € {0,1}"}

2(G, ) = méx{cz|Kz < 1, z € R}

= min{ly|yK > ¢, y € R}

k(G c) = min{lylyK > ¢, y € Z'}
Por lo tanto tenemos a(G, 1) = a(G), (G, 1) = k(G), y para todo ¢ € {0,1}" con
S ={j € V(G)|c; =1} se tiene o(G,¢c) = a(H) y (G, c) = k(H), donde H resulta
ser el subgrafo de G inducido por H. Por dualidad y relajacion:
a(G,c) < 2(G,c) < k(G c)

Para grafos pluperfectos la primera desigualdad resulta ser una igualdad, ya que el
maximo, si es finito, siempre se alcanza en uno de sus extremos; y estos resultan ser
los vectores asociados a los conjuntos independientes de GG. A continuacién probare-
mos un resultado que nos da la equivalancia entre grafos pluperfectos y perfectos.

Pero antes necesitiamos enunciar algunos resultados sobre progarmacién lineal.

2.2.3. Resultados de programacion lineal (PL)

Llamaremos primal (P) al siguiente problema de programacién lineal:

max cz

Az <b
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Y llamaremos el dual del problema anterior (D) a:

min by

Donde A e R™", ce R"y be R™.

Proposicién 2.18 (Holgura complementaria) Si x* es una solucion dptima de (P)
e y*es una solucion doptima de (D). Entonces vj(yA —¢); =0 V1< j<ny
yH(Az —b); =0V 1<i<m.

Proposicién 2.19 (Principio de dualidad) Si (P) ¢ (D) tienen una solucion éptima
finita, entonces ambos tienen solucion dptima finita (z* de (P) e y*de (D)) tales que

cx® = by*.

Consideremos el siguiente problema de programacion lineal, sobre un poliedro P.

zpp, = méx{cz | x € P}

Proposicion 2.20 Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) P es entero

(2) PL tiene una solucion dptima entera para todo ¢ € R™ para los que existe una
solucion optima.

(8) PL tiene una solucion dptima entera para todo ¢ € Z™ para los que existe una
solucion optima.

(4) zpp es entero para todo ¢ € Z"para el que LP tiene una solucion éptima.

2.2.4. Equivalencia entre grafos perfectos y pluperfectos

Lema 2.21 [17] Las siguientes propiedades sobre un grafo son equivalentes:
(1) P={z € R | Kgz < 1} es entero. (G es pluperfecto).
(2) a(H) = k(H) para todo H subgrafo inducido de G.
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Demostracion (1) = (2) Dado que G es pluperfecto por la proposicién 2.17 sabemos
que todo subgrafo H de G es pluperfecto. Por lo tanto si H es un subgrafo inducido
por U CV ycj=1paraje€Uyc; =0 en caso contrario, se tiene:

a(H) = méx{czx|Kgz <1, x > 0} PLMazx

Por la proposicion 2.19 y dado que G es pluperfecto, alcanza con probar:

min{yl | yK > ¢, y > 0} (PLMin)

tiene solucién entera para todo ¢ € {0,1}".

Demostraremos esto por induccién en el nimero de coordenadas positivas de ¢, que
resulta ser |U|. Notar que si ¢ = 0 entonces y = 0 resulta ser una solucién éptima
de (PLMin). Asumamos que la hipdtesis es cierta para todo subgrafo propio de G
y probemos que vale para G, es decir min{ly | yKg > 1, y > 0} tiene una solucién
Optima entera.

Sea k', i = 1,...,m las filas de K. Dado que y = 0 no es una solucién factible de
(PLMin), hay un ¢, por ejemplo i = r tal que y, > 0 (donde y es una solucién
6ptima de (PLMin)) . Por la proposicién 2.18 resulta que y,.(1 — Kgz), = 0, para
toda solucién 6ptima x. Por lo tanto k"x = 1, para toda solucién optima x. Esto
quiere decir que todo conjunto independiente maximal tiene un vértice en comun
con la clique C = {j € V|k,; = 1}, , debido a que G es un grafo pluperfecto.

Si k" = 1 entonces r = 1, y una solucién 6ptima de (PLMax) es y; = 1, y no hay
nada que probar. Si k" < 1 por hipdtesis inductiva, min{ly | yK > 1— k", y > 0}
tiene una solucién entera que llamaremos y/°.

Probaremos que 3° + e, es una soluciéon éptima de (PLMin). Notar que resulta
factible (y° + e,)Kg > 1 — k" + k" = 1. Dado el subgrafo H = G[V'\C] obtenemos
un conjunto independiente maximo de H, borrando en un conjunto independiente

méaximo de G el vértice que pertenece a la clique C. Por lo tanto a(H) = a(G) — 1,
Yy

W +1=rH)+1=a(G) <k(G) <1y +e)=1y"+1

Luego y° + e,resulta una solucién éptima entera de (PLMin).

(2) = (1) Probaremos que a(G, ¢) = 2(G, ¢) para todo ¢ € Z'} , y por la proposicién
2.20 se deduce que G es pluperfecto. Por (2) sabemos que la igualdad anterior se
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cumple para todo ¢ € {0,1}". Para los ¢ € Z\Z" definimos¢; =¢;sic; >1y¢ =0
en otro caso. Dado que si ¢; < 0y x es una solucién 6ptima de a(G,c) 6 z(G,c)
entonces z; = 0, se tiene que a(G,c) = a(G,¢) y Z(G,c) = 2(G,¢). Por lo tanto,
por (2), se cumple que a(G, ¢) = 2(G, ¢) para todo ¢ € Z"con ¢ < 1.

Para los ¢ € Z con algtin ¢; > 2 lo probaremos por induccién. Supongamos que
vale a(G,c) = z(G, ) para todo ¢ < c. Sea ¢ = ¢ —e;. Dado que ¢ > 1 se
sigue por 2.18 que exite un r tal que k,; = 1 y K"z = 1 para toda solucién 6ptima
de max{cdz|Kz < 1,2 > 0}. Por lo tanto por hipdtesis inductiva se tiene que
a(G,¢) = z(G,¢) donde ¢ = ¢ — k".

Probaremos que a(G,c¢) = «a(G,¢) + 1. dado que ¢ > ¢, tenemos que (G, c) >
a(G,¢). Sea y una solucién éptima de:

z(G,y) =min{ly [ yK > 1,y > 0}

Dado que (y + e,)K > ¢+ k" = ¢, tenemos z(G,c) < z(G,¢) + 1 y junto con
a(G,c) < 2(G,c) y a(G,¢) = z(G,¢) se obtiene:

a(G,¢) < a(G,c) < a(G,c) +1

Finalmente (G, ¢) = a(G,¢) 6 a(G,c) = a(G,¢) + 1.

Supongamosa(G,c) = «a(G,¢) y sea T el vector caracteristico de algiin conjunto
independiente, tal que ¢z = a(G,¢). Entonces k' = 0y ¢z = o(G, ) dado que
a(G,e) < a(G,d) < a(G, ). Pero ésto es una contradiccién, porque antes probamos
que k"z = 1 para todo x vector caracteristico de una conjunto independiente tal que
dr = a(G,d). Por lo tanto «(G, ¢) = a(G,?¢) + 1.

Luego

a(G,0) < 2(G,e) < 2(G,7) +1= (G, D) + 1= a(G,0)
Por lo tanto z(G, ¢) = a(G, ¢), queda asi demostrado el lema. o
Observar que al probar (2) = (1), probamos que (2) implica, trivialmente, que
méx{cr | x € P} tiene una solucién Optima entera par todo ¢ € {0,1}" (donde

P ={x e R | Kz <1}). Luego usando esta implicacién se prueba que P es entero.
Por lo tanto se cumple el siguiente resultado.
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Corolario 2.22 Si méx{cz|Kz < 1,z > 0} tiene solucion entera para todo ¢ €
{0,1}™ entonces P = {x € R} | Kx < 1} es entero.

Daremos una breve introduccién sobre los pares de matrices Blocking y  Anti-

blocking, que nos permitira comprender la segunda demostracion del teorema débil.

2.2.5. Pares Blocking Y Anti - Blocking. Definiciones y re-

sultados

Hay diversos resultados en optimizacién combinatoria que tratan de problemas de
maximizacion y minimizacién que aparecen en pares duales. Por ejemplo si con-
cideramos un digrafo con una fuente y un sumidero, el méximo numero de caminos,
disjuntos por aristas, entre la fuente y el sumidero es igual al minimo nimero de
aristas que separan a ambos [19]. Si se intercambian los roles entre los caminos y las
aristas de corte se obtiene el siguiente resultado: el maximo ntimero de aristas disjun-
tas, por vértices, que separan la fuente y el sumidero es igual al minimo ntimero de
aristas de un camino entre ambos [36]. A continuacién algunos resultados, donde se
relacionan los problemas de optimizacion y los pares blocking y anti-blocking. Las
demostraciones de estos resultados pueden encontrarse en ([21],[23]), un resumen
completo sobre estos resultados y su relacion con los problemas de optimizacion
duales en [22].

Supongamos que P = {z € R" | Az > 1} donde A no tiene filas nulas. El blocker
B(P) de P es el poliedro:

B(P)={m € R} | mx > 1Vx € P}

Donde B € R™"es una matriz cuyas filas son los vértices {z*};_, de P.

Proposicién 2.23 Sea P = {z € R’ | Az > 1}, A € R™" no negativa y sin filas
nulas. Entonces:

(1) B(P)={m €R} | Bt > 1} y
(2) B(B(P)) = P.

Ahora supongamos que P = {x € " |Az < 1} donde A no tiene columnas nulas.
El antiblocker A(P) de P es el poliedro:
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A(P) = {m € Rl |piz < 1Vx € P}

Donde C' € R**"es una matriz cuyas filas son los vértices {y*}i_, de P.

Proposicién 2.24 Sea P = {r € R}|Az < 1}, A € R™" no negativa y sin
columnas nulas. Entonces:

(1) A(P)={meR} |Cr <1}y

(2) A(A(P)) = P.

Definicién 2.25 Sean A € R™" y C € IR™"™ matrices no negativas, con la
propiedad que {m € R}|Cm < 1} es el antiblocker de {x € R} | Az < 1}. En
ese caso el par ordenado A, C' es llamado un par anti-blocking.

Equivalentemente se define un par blocking. A continuaciéon daremos un serie de
resultados referentes a pares anti-blocking, que tienen su equivalente en pares block-
ing.

Definicién 2.26 Diremos que la igualdad min-mazx esta dada para el par de matri-
ces A€ R™", C € R**", si para todo w € R} se cumple:

min{ly | yA > w, y € R} = f??éciw'

Definicién 2.27 Diremos que la inecuacion maz-max se cumple para un par de
matrices A € R™*", C' € R**" si y solo si para todo | € R} y w € R} se cumple:

(méx a'l) (méx c'w) > lw}
1<i<n
Los siguientes teoremas dan una caracterizacion de los pares antiblocking, mediante

la igualdad min-max y la desigualdad max-max.

Teorema 2.28 La igualdad min-maz para el par ordenado A, C' de matrices se

cumple si y solo si A y C' forman un par antiblocking.

Teorema 2.29 FEl par ordenado A, C' forman un par antiblocking si y solo si se
cumple:

(i) a'c* < 1 para todas las filas a* de A y ¢ de C, y

(i1) la desigualdad maz-max se cumple para el par ordenado A, C.
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Observar que la vuelta de este teorema nos dice que los roles de A y C' son inter-
cambiables, finalmente si el par ordenado A, C' es anti-blocking también lo es el par

ordenado C, A.

Para finalizar este capitulo daremos la segunda demostracion del teorema débil.

2.2.6. Teorema débil

Teorema 2.30 G es perfecto si y sélo si G es perfecto.

Demostracion Si G es perfecto entonces, por el lema 2.21, se sigue que P = {z €
R’} | Kz < 1} es un poliedro entero, cuyos vértices son los vectores asociados a
los conjuntos independientes maximos, como se vio anteriormente. Como hay una
biyeccién entre los cliques de G (los conjuntos independientes de G) y los vértices de
P, las filas de K resultan ser los vértices de P. Luego por la proposicion 2.24 K¢q y
K¢ resultan ser un par anti- blocking (observar que las columnas de K son no nulas)
AP)={z e R} |Kgz <1} =Py AP)=P={z e R} | Kgz <1,z > 0}.
Luego por el teorema 2.28:

max{wz|Kgr < 1, z € RT} = min{lylyKg > w, y € R1} = méx k/w
j

para todo w € {0, 1}". Entonces, se ve facilmente que existe un ké solucién optima
entera de méx{wz | KGz < 1, z € R }. Por lo tanto por el corolario 2.22, G resul-
ta pluperfecto y concecuentemente es perfecto. La vuelta se prueba analogamente

tomando complemento. o
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Capitulo 3

Polinomialidad de algunos
problemas algoritmicos clasicos

en grafos perfectos.

3.1. EIl método del elipsoide aplicado a PL.

Hasta 1979 no se conocia la complejidad del problema de programacion lineal (PL):
determinar si existe una solucién r € R™ tal que Ax < 1. Fue en ese ano que
L. G. Kachiyan [28], adapté un algoritmo propuesto por Shor para problemas de
optimizacién no lineales [42], desarroyé el algoritmo del elipsoide y probé que este
problema puede ser resuelto en tiempo polinomial. Este algoritmo se convirtié en una
herramienta eficiente para probar la polinomialidad de algunos problemas algoritmi-
cos clasicos, aunque no es eficiente desde el punto de vista de la implementacién. En
cambio, el conocido algoritmo Simplex desarrollado por Dantzig [18] funciona bien
en la mayoria de los casos préacticos; pero lamentablemente este no es un algoritmo
polinomial. Klee y Minty [29] fabricaron un ejemplo donde este algoritmo tiene un
tiempo de ejecucién no polinomial. En este capitulo daremos una descripcién del
algoritmo del elipsoide y veremos como se utilizé para demostrar la polinomialidad

de algunos problemas algoritmicos en grafos perfectos [26].
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3.1.1. Nociones Geométricas

En este capitulo notaremos el tamano de entrada de un niimero racional, un vector

o una matriz encerrdandolo entre signos de mayor y menor < — >.

Definicién 3.1 Un conjunto EE C R"™ es un elipsoide si existen a € R™ y una matriz

A € R™™ simétrica definida positiva tal que:

E=E(Aa) ={zeR"|(z —a)A (z —a) < 1}.

Observar que E(1,0) es la esfera de radio 1 centrada en el origen B(0, 1), donde
I € R™™ es la matriz identidad y 0 es el vector de R™ con todas sus coordenadas

nulas.

Dado que A es una matriz simétrica definida positiva existe una unica matriz Q

donde A = QQ" y tal que:

E(A;a)=QS(0,1)+a

También existe una conexién entre los autovectores de A y los ejes del elipsoide, los
autovalores de A (reales y positivos) y la longitud de los ejes. La longitud del eje
mayor es 2v/A donde A es el méximo autovector de A, el eje mayor de E tiene la
direccion de un autovector asociado a la matriz A. Andlogamente la longitud del eje
menor es 2v/)\, donde A representa al menor autovalor de A, y el eje menor tiene la
direccién de una autovector asociado a A. Como consecuencia B(a,A) es la esfera
de menor radio que contiene a la elipse E, y B(a, ) es la esfera de mayor radio

contenida en la elipse E.

El voliimen de la elipse F = E(A, a) lo notaremos por vol(E), depende solamente

del determinante de A y la dimension del espacio. Mas exactamente:

vol(E(A,a)) = Vdet A-V,
donde V,, es el volimen de la esfera de radio 1 en R™,

7.(.71/2

Vo= L(n/2+1)

siendo
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[(x) ::/ e " dt, x> 0
0

es la funcién gamma.
SiT: R*™ — R" es un transformacién afin T'(x) = Dx + by E(a,A), E(b, B) son
elipsoides entonces se cumple la relacion:

vol(E(A, a)) _ vol(T(E(A,a)))
vol(E(B,b))  wol(T(E(B,b)))
siendo vol(T(E(A,a))) = det Dvdet A - V.
Es muy fécil ver que méx{cz |z € E(A,a)} = cla + vVt Ac.

Si definimos:

tenemos las igualdades:

A Zmar = méx{c’x |z € E(A,a)} = c'a+ vVt Ac

A 2pmin = min{c'z | x € E(A4,a)} = c'a — Vct Ac

Como veremos mas adelante, el método del elipsoide requiere del calculo de un
elipsoide de voliimen minimo que contiene una secciéon de un elipsoide dada; obtenida
por la interseccion de esta con un semiespacio, cuya frontera es un hiperplano que
pasa por el centro del elipsoide. Sea E’'(A,a,c) = E(A,a) N H donde ¢ € R" — {0}
y H={zx e R" |z < ca}, donde 0H = {x € R" | ¢z = c'a} es el hiperplano
frontera de H. El elipsoide de minimo volimen E(A’, a’) que contiene medio elipsoide

E'(A,a,c) se calcula de la siguiente manera (*):




2
2
A= (A-
n® —1 n+1

bb')

Se puede probar que A’ asi definida resulta simétrica definida positiva.

3.1.2. Descripciéon de la version basica del algoritmo del
elipsoide

El algoritmo decide si el poliedro

P={zeR"|de<v,i=1,...m}={xeR"|Cx <b}

es vacio o no. En caso de no ser vacio exhibe un x € R" tal que € P. Para
que el algoritmo funcione correctamente se tiene que garantizar que P cumple las

siguientes condiciones:

1. P es acotado.

2. Si P # (), entonces P es de dimensién n.

Laidea del algoritmo es la siguiente: inicialmente tenemos nuestro poliedro encerrado
en un elipsoide, si el centro del elipsoide llegara a ser un punto de nuestro poliedro,
habremos terminado nuestra bisqueda. En caso contrario, cortamos el elipsoide a la
mitad, y nos fabricamos un elipsoide que contenga a la mitad que deberia contener al
poliedro (esto se preprecisard més adelante); si el centro de este nueva elipsoide es un
punto de nuestro poliedro terminamos. Si no, continuamos este proceso de manera
iterativa. La pregunta que uno podria hacerse es: jHasta cuando deberiamos
iterar? Esta respuesta la daremos més adelante, pero basicamente se contintia hasta

que el volumen del elipsoide sea tal que hace imposible que contenga al poliedro dado.

Precisemos un poco estos conceptos. Enunciaremos sin demostrar una serie de lemas,
que juntos prueban el correcto funcionamiento del algoritmo. Incicialmente necesi-

tamos un elipsoide que contenga a P.

Lema 3.2 Si P = {x € R" | Cx < d} es un politopo, y tanto C como d tienen sus
coordenadas enteras. Entonces P C B(0, R), donde R := \/n2<¢®>—"",
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Este lema nos da la esfera con que el algoritmo inicia su iteracién, lo llamaremos Ej
queda claro que Ey = FE(Ay, ap); donde Ay = R*I y ag = 0.
Describiremos el k - ésimo paso de la iteracion. Por construccién el elipsoide del

paso k

Ek; = E(Ak, ak)

contiene al poliedro P. El centro de estos elipsoides juegan un papel fundamental en
el algoritmo, en cada paso se chequea si a; € P y en ese caso paramos el algoritmo
habiendo encontrado una solucién factible del sistema Cx < d. En caso contrario
(ax ¢ P) existird una ecuacién del tipo c¢‘x < d* que no lo cumpla, o sea clay > d'.
El hiperplano H = {z € E(A,ai) | 'z = d'} pasa por el centro aj del elipsoide F,
cortandolo en dos mitades, se sabe por construccion que el politopo P esta contenido

en la mitad

E' (A, ap, ) ={x € By | 'z < az}

Y construimos el elipsoide Ej.; que contenga a la mitad E’'(Ay, ag, ') usando las
férmulas dadas en (*). De esta forma nos construimos una sucesion de elipsoides
de volimen cada vez menor que contienen al poliedro P; como dejamos vislumbrar
anteriormente, el problema es cuando parar, si se da el caso que los respectivos
centros no estan en P. Los volimenes de los respectivos elipsoides cumplen la relaciéon
presentada en el siguiente lema.
vol(Bpy1) _ n_\n+l/_n \n—1\1/2 —1/(2n)
Lema 3.3 =05 = (7)™ (329) 12 <e <1
Las condiciones impuestas sobre el poliedro P garantizan, en el caso que P # (,que

tenga volimen positivo (distinto de 0). Usando que el sistema que describe P es de

coeficientes enteros y que P es un politopo, se puede probar el siguiente lema:

Lema 3.4 Si el politopo P tiene dimension n, entonces;

UOZ(P) > 2—(71-}—1)<C’>—|—n3 )

Ahora podemos finalizar nuestro analisis. Dado que el lema anterior nos da una cota

inferior del volimen del politopo n-dimensional P, y dado que por el lema 3.3:
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kgrfw vol(Eg) =0

existira algin N € N tal que

vol(En) < vol(P)

dado que esto es imposible, tenemos garantizado que

P =10. Si elegimos N :=2n((2n+1) < C > +n < d > —n?), se ve facilmente que
vol(Ey) < 2-+0<C>+7% (yer el lema 3.6) quedando asf resuelto nuestro problema.
Alcanza con iterar hasta N para poder afirmar que el poliedro P es vacio, o dicho
de otro modo, el sistema C'z < d no tiene una solucién factible.

3.1.3. Version basica

Ahora daremos una descripcién pormenorizada del algoritmo que describimos en la
seccién anterior.

Algoritmo 3.5 Input: Un sisitema de m ecuaciones con n incognitas de coeficientes
enteros. Garantizando que P = {x € R™ | Cx < d} es un politopo.

Inicializacion:

(a) k=0,
(b)) N :=2n(2n+1) < C >+4n<d> —n?)
(¢) Ay := R*I con N :=2n((2n+1) < C > 4n <d > —n?)

ag =10

Iteracion:
(d) Si k = N, parar. (Declarar P ={))
(e) Si ay € P, parar. (Declarar que aj es una solucion factible del problema)

(f) Si ar ¢ P, elegir una inecuacion del tipo 'z < d'del sistema Cx < d que no
cumpla ay,.
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(g)b = \/CtlA7Akc
(h)ars1 == ar — 5b
(i)Arp1 = 25 (A, — 2500 e ir a(d)

n2—1

A continuacion demostraremos un lema que prueba el correcto funcionamiento del

algoritmo 3.5.

Lema 3.6 Si P = {x € R" | Cx < d} es un politopo de dimensién n y Cx < d es
un sistema de ecuaciones con coeficientes enteros. Si Ey = FE(Ag,ag) con ay = 0,
Ay =Rl yR = \/52<C’d>_”2 es el elipsotde inicial, y si aplicamos la iteracion de
el algoritmo 3.5 N :=2n((2n+ 1) < C > +n < d > —n?) veces, entonces:

vol(Ey) < 27 HD<C>+1" < 401(P)

Demostracion Dado que Ey C {z € R|||z]- < R}, se tiene que

UOl(Eo) < MR — nn/22n<C,d>—n3+n — 2n(<c,d>—n2+1+log2(n)/2) < 2n<C,d>.

Por el lema 3.3 en cada iteracion el volimen del nuevo elipsoide disminuye en un
factor de por lo menos e~/??) Por lo tanto después de N iteraciones

/UOZ(EN) < €7N/(2n)U0l(E0) < 27N/(2n)+n<c,d> — 27(n+1)<c>+n3 < /UOZ(P),

donde la ultima desigualdad se sigue del lema 3.4. De hecho el N fue elegido para
que la ultima igualdad se cumpla. o

3.1.4. Complejidad y detalles de implementacion.
Complejidad

Para estimar la complejidad del algoritmo 3.5 nos pondremos en el peor de los ca-
sos, esto quiere decir que el nimero de iteraciones es N = O(n? < C,d >. La
inicializacién hecha en los pasos (a), (b) y (¢) pueden obviamente ser realizada
en O(mn) operaciones elementales. Claramente (h) requiere O(n) operaciones ele-
mentales mientras que (i) requiere O(n?). Dado que P es un politopo m > n y la
complejidad resulta ser O(mn® < C,d >).
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Detalles de implementacién

En la descripcion del algoritmo 3.5 hemos obviado algunos detalles de implementa-
cién. Por ejemplo en el paso (g) el vector b calculado podria tener alguna coorde-
nada irracional y por lo tanto lo seria axy1, y dado que los niimeros irracionales no
tienen representacién finita, el centro a1 del elipsoide no podria ser calculado con
exactitud. Con lo cual uno podria aproximar las coordenadas de ap,; por nimeros
racionales. Esto quiere decir aproximar ayyi por axyy € Q") y transladar el elip-
soide Fyi1 a g1, Ek+1 = E(Ajy1,ax+1). Probablemente E;Hl ya no contiene el
semielipsoide E’(Ayg, ag,c) y tampoco al politopo P. Por lo tanto, el argumento de
la sucesion de elipses decrecientes en volumen que contienen a P ya no es valido.

En la seccién siguiente veremos como puede adaptarse el algoritmo, en el caso del

problema de optimizacion, para resolver estos inconvenientes.

3.2. El método del elipsoide aplicado a problemas
de optimizacidn.

Dado K C R"™ un conjunto convexo y compacto, definiremos dos problemas al-
goritmicos en conexién con K.

Definicién 3.7 Problema de optimizacion (fuerte): Dado ¢ € R™, hallar x € K tal

que c'r = max, ek 2.

Definicién 3.8 Problema de separacion (fuerte): Dado y € R™decidir siy € K y si
asi no fuera hallar un hiperplano que separe y de K. Es decir encontrar un ¢ € R"
tal que c'y > max{c'z |z € K}.

Ejemplos 3.9 Sea K el conjunto solucion del sistema Ax < b, x € R y A € R™*™.
El problema de separcion es simplemente un problema de programacion lineal. Y el
problema de separacion se resuelve facilmente reemplazando y en la ecuacion.

Ejemplos 3.10 Sean vy, ....,v,vectores de R™ y K = conv{vy, ....,v,}. El problema
de optimizacidn se resuelve facilmente encontrando el mdximo valor que toma c'x

entre vy, ....,v,. Y resolver el problema de separacion es hallar y € R™ tal que
cty>ctvi 1< <n.

nuevamente se trata de resolver un problema de programacion lineal.
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Por motivos que tienen que ver con la imposibilidad de dar una representacién finita

de un numero irracional, se define la versiéon débil de estos problemas.

Definicién 3.11 Problema de optimizacion (débil): Dado ¢ € Q" y € € Qs hallar
y € Q"tal que minge ||y —x |[|[< ey do <cy+e.

Definicién 3.12 Problema de separacion (débil): Dado y € Q" y € € Qsq decidir
si minger || y — 2 ||< € y en caso contario hallar ¢ € Q"tal que || ¢ [|> 1 y
dr<cdy+eVre K.

Asumiremos que existe ag € K y 0 < r < R tal que:

B(ag,r) € K C B(ag, R) (x).

La segunda inclusién implica que K estd acotado (en la seccién anterior vimos como
se calcula R en el caso que K sea un politopo), mientras que la primera inclusién

indica que K es de dimensién n.

Definicién 3.13 Definiremos un cuerpo convexo a la 5-upla (K,n,ag,r, R) donde
n>2, K CR" es un convero compacto que satisface (*). Y notaremos por K a la

familia de cuerpos convezxos.

Asumiremos que cada K € K tiene una representacién. Y un input para el problema
de optimizacién serd algun K € K, un vector ¢ € Q" y € € Q~¢. El tamano del input
serda < K > + < ¢ > 4 < € >. Un algoritmo para el problema de optimizacién en
K diremos que es polinomial si el tiempo de ejecucién es menor que un polinomio

en el tamano del input. Equivalentemente se define para el problema de separacion.

Descripcién del algoritmo

Supondremos que existe un algoritmo que llamaremos SEP que resuelve el problema
de separacién (débil).
El algoritmo genera una sucesién de x, € R™, que son los centros de los elipsoides

E), y en cada paso se le aplica el algoritmo SEP a y = x; con un § conveniente
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(SEP(d,y)), si el algoritmo determina que mingex || = — vy ||< § llamaremos a k
indice factible; en caso contrario nos devuelve un d € Q" tal que || d ||[> 1y

méx{d'z |z € K} < d'zy + 6.

Algoritmo 3.14 Input:K € IC, c € Q", € € Q+9.
Inicializacion:

(a) k:=0,

(b) N := 4n*"log, %—'

(c)o = BT

(d)p=5N

(e)xo = ag

(f)Ao = R*I

Tteracion:

(9) Si k = N, parar. (Declarar xo = x;, tal que cx; =
max{c'z, | 0 < k < N, k factible})

(h)y =

(1) SEP(3,y)

(j)Si mingek ||z —y ||< d=a=c

sinoa= —d

(k )by, = \/atlA—kaAka
(Dxy = xp + n%rlb

(m)A; = L2 (A — 2:bb)
(n)ry 1 ~ 7,

(ﬁ)Ak—l—l ~ AZ, ira (9)

El simbolo~ en (j) y (k) indican que el lado derecho se obtiene haciendo un redondeo
de p digitos binarios a la dercha de la coma.

Funcionamiento del algoritmo.

En cada iteracién del algoritmo aparece un nuevo elipsoide Ey = {x € R" | (z —
x,) AN (1 — )}, pero para que efectivamente se trate de un elipsoide se necesita
garantizar que la matriz A sea simétrica definida positiva. El proximo lema nos da

esa garantia.
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Lema 3.15 Las matrices Ag, Ay, ...., Ay definidas en el algoritmo 3.14 son simétri-

cas definidas positivas. Y cumplen:

P 1<l ao | +R2%, | A |< R22%, || A" [|I< R724° (3.1)

Por otro lado y al igual que en el algoritmo 3.5 el volumen de los elipsoides forman

una sucesion decreciente. Y cumplen la siguiente ralacion.

vol(Ep41) —1/5n
Lema 3.16 vol(g:)l < eV

El siguiente lema nos garantiza la buena construccion de los elipsoides. Dados
& = {cz; | 0 < j <k, j factible}, (3.2)
Kp={zeK|dx>¢&} (3.3)

Lema 3.17 E;, D Ky, para todo k =1,....,N.

Estos lemas técnicos permiten probar, mediante el siguiente teorema, el correcto
funcionamiento del algoritmo 3.14. Pero antes nacesitaremos un resultado sobre
conos en R".

Proposicion 3.18 Sea C un cono con vértice y, y H un hiperplano que interseca

C, entonces el cono truncado CT = conv({y},C N H) con base C N H y vértice y
tiene un volimen

1
(TC) = —wvol H) mi —
vol(T'C) = —vol(CNH) min ||y — = |
Teorema 3.19 Sea j un indice factible tal que

dz; =méx{c'z; | 0 < k < N, k factible}.
Entonces cx; > max{c'z | x € K} —e.
Demostracion Por los lemas 3.16 y 3.17 tenemos que
vol(Ky) < wol(Ey) < e’N/‘mvol(Eo) = ¢ NARrY
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Se £ = méx{c'z | * € K} e y una solucién éptima (cly = £). Sea CT un cono
truncado cuya base es B(ag,r) N {zx € R™ | ¢'x = c'xy} y vértice y, se ve facilmente
que CT C K. Por lo tanto la region factible Ky definida en 3.2 y 3.3 contiene al
cono truncado CT" = CT N{x € R" | cx > &N}

Como la distancia de y al hiperplano ctx = ctag es ¢t ©=20)

llell

se obtiene por la proposi-
cion 3.18 que
1 _
vol(CT) = —r”’lvn,lcti(y o)
n el

Y dado que la altura deT'C" es gj—fgo veces la altura de T'C' tenemos que

£
1 n—1 (y - (lo) £ - Ctl" "
vol(CT") = T Vi Tel \e= ctxz)

Por lo tanto

vol(CT") < vol(Ky) < e 4RV,
Y luego

_ it e Vo /n
g < Nt (%0 nVn 1/n
§—cz;<e R . Vo, | c|l

y como

| €= clzo [<[ 'y — o) IS el - ly—mo ISR el

finalmente probamos

42R2
¢ —clwj < 207/ 7 |cll<e

3.3. Equivalencia entre los problemas de

optimizacion y separacion.

3.3.1. Problemas de optimizaciéon y separacion

En esta seccién probaremos la equivalencia entre los problemas de optimizacion

(débil) y separacion (débil) para un convexo cualquiera K. Més precisamente pro-
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baremos el siguiente teorema.

Teorema 3.20 Sea K la familia de cuerpos convexos, existe un algoritmo polinomial
para resolver el problema de separacion para los elemenetos de IC, si y solo si existe
un algoritmo polinomial para resolver el problema de optimizacion para los elementos
de IC.

A una familia K para la cual existe un algoritmo polinomial que resuelve el problema
de optimizcién (o separacion) la llamaremos resoluble.

Definicién 3.21 Sea K € K definimos K* = {u € R" | u'x < 1}

es facil ver que K* € I, (K*)* = K y siag =0

B(0,1/R) € K* C B(0,1/r)
Si K es la familia de cuerpos convexos tales que ag = 0, definimos K* = {K* | K €

K} y vale el siguiente lema:

Lema 3.22 FEl problema de separacion para la familia K*de cuerpos converos con
ag = 0 es resoluble en tiempo polinomial si y solo si el problema de optimizacion es

resoluble en tiempo polinomial para la familia IC.

Demostracion (=)Se sigue de la vuelta del teorema 3.20 que se demostrara luego.

(<)Sea K* € K, v € R" y € € Q0. Aplicaremos el algoritmo para resolver el
problema de optimizacién a K, con v como funciéon objetivo y un error er , con lo

cual obtenemos un vector z € Q"tal que minek || z —x [|[< €,y

v'z > max{v'z |z € K} —er.

Si v’z < 1 entonces v'x < 1+ er y por lo tanto vy = rlerv € K*. Luego || vy ||I< 1/r

, y resulta que mingeg+ || v —vg ||<]| v — g [|[< e

Por otro lado si v’z > 1 entonces z es una solucién del problema de separacién para
K*. De hecho si zg € Ky || 2z — 2 ||< er , entonces para todo u € K*(|| u ||< 1/r)
y por lo tanto

u=(z— ) ut u<ul -z -z +1< et 2,

quedando asi probado que z es una solucién del problema separacién para K*.
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Demostracion del teorema 3.20 (=) Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que ap = 0 y dado que (K*)* = K, si el problema de optimizacién es polino-
mialmente resoluble para K entonces por el lema 3.22 se sigue que el problema
de separacion es polinomialmente resoluble para IC*. Luego por la vuelta del teore-
ma 3.20, que probaremos a continuacion, se deduce que el problema de optimizacion
es polinomialmente resoluble para K*. Y usando nuevamente el lema 3.22 probamos

finalmente que el probelma de separacion es resoluble polinomialmente para K.

(«=)Consideremos el algoritmo 3.14 y probemos que se trata de un algoritmo poli-
nomial, si el algoritmo SEP alli indicado es polinomial y por lo tanto el nimero de
digitos de las coordenadas de a es polinomial; luego el nimero de pasos que requiere
el calculo de xgy1 y Agy1 es polinomial; ademas se puede ver por el lema 3.15 que el
numero de digitos de sus coordenadas es polinomial. Probando asi que el algoritmo

descripto es polinomial. o

3.3.2. Conjuntos independientes en grafos perfectos.

Aplicaremos el teorema 3.20 para demostrar que existe un algoritmo polinomial para
resolver los problemas de maximo conjunto independiente (pesado) y coloreo, en un
grafo perfecto G. Aplicando este algoritmo a su complemento G se resolverd en
tiempo polinomial los problema de clique méximo (pesado) y minimo cubrimiento

por cliques (ver teorema2.1).

Nosotros sabemos por el lema 2.21 y el corolario 1.22 que un grafo G es perfecto si y
solo si (G, ¢) = z(G, ¢) para todo ¢ € {0,1}". Se podria tratar de calcular z(G, 1),
pero el tamano de este problema no es polinomial en | V(G) | ya que el tamano de

la matriz Ag depende del niimero de cliques de GG, que puede ser exponencial

Sin embargo el nimero ¥(G) introducido por Lovasz en 1979 [32] resuelve este pro-

blema.

Definicién 3.23 Sea V = {1,....,n}. ¥(G) es el mdzimo valor de > . ._, b;;, donde

i,j=1"1Jj>

los b;; son los coeficientes de un matriz B en el cuerpo convexo

{BeR,xn|BeDtr(B)<1 y bj;=0Yi#j con (i,j) € E(G)}

donde D es el conjunto de las matrices simétricas, definidas positivas. Si B pertenece
a este conjunto, se dice que B es un representante de G.
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Estéd probado que a(G) < 9(G) < z(G, 1), por lo tanto encontraremos un algoritmo
polinomial en |V| para los grafos que cumplen la condicién o(G) = ¥(G), que en
particular es cumplida por los grafos perfectos. Mas precisamente hallaremos un
maximo conjunto independiente pesado del grafo perfecto G, para un w € R™ peso
dado, que es equivalente a hallar un conjunto independiente maximo en el el grafo

perfecto G o w (ver definicién2.3 y lema 2.4).

Lema 3.24 Sea G un grafo no dirigido y B € R"™"™ una matriz que representa G
vale que:

NG ow) = Jwaw; - by (3.4)

ij=1

Demostracion Si B representa GG construimos B’ un representante de G o w de
la siguiente forma, reemplazamos cada b;; por un matriz de tamano w; x w; con
coeficientes que valen constantemente \/% La matriz B’ asi obtenida resulta ser
una representante de G o w y

n n’
Z / WiWy - bij == Z b;j (35)
ij=1 ij=1
Reciprocamente, si B’ representa GG o w, entonces reemplazando cada submatriz de
w; X w; inducida por las copias de los vértices ¢ y j, por la suma de sus coordenadas
dividido por ,/w;w;, obtenemos un representante de de G' que también cumple la

ecuacion 3.5. o

Para aproximar J(G o w) con error a lo sumo € € Qs , podemos reemplazar los
Jww; de 3.4 por w;; € Q tales que:

\wij — \/’LUZ"LU]" < 6/2712

donde los denominadores de los w;; es a lo sumo 2n?/e . En ese caso, se puede ver
que Y¥(G ow) difiere del maximo de Zij wjjbi;, sobre las matrices B que representan
1

G, en a lo sumo ge. Por lo tanto se necesita aproximar este ultimo ntimero con

presiciéon %e, y ésto puede ser hecho aplicando el método del elipsoide.

n+ ( ) —|E@)]|
Aplicaremos el método del elipsoide al cuerpo convexo en R que se
obtiene del conjunto definido en 3.23 déandole un orden a las coordenadas que estan
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en la diagonal principal y por debajo de ella, sin considerar los (i,7) € E(G). Se
probara que el problema de separacion se puede resolver mediante un algoritmo

polinomial.

n+ —|E@@)]|

Dadoun b € R ( ) consideremos la matriz B que este vector representa.
Si tr(B) > 1 el problema de separcién se resuelve trivialmente, la solucién seria
el vector que tiene un 1 en todas sus coordenadas. Supongamos que tr(B) < 1.
Encontremos una base del espacio vectorial generado por sus columnas; sin pérdida
de generalidad podemos suponer que son las columnas 1, ..., k. Entonces la submatriz
principal B’ € R¥** es no singular y rgB’ = rgB. Se puede ver que B es semidefinida
positiva si y s6lo si B’ es definida positiva, que por el criterio de Silver es equivalente
a probar que:

det B, = det(bij)jzllj.'.'.'.ﬁ >0,

1=
para todo t = 1,....,k. Dado que estos determinantes pueden ser calculados en
tiempo polinomial, eso quiere decir que podemos determinar en tiempo polinomial
si B pertenece o no al conjunto definido en 2,17. Por lo tanto si encontramos que B no
es semidefinida positiva, consideramos el natural ¢ mas pequeno tal que det B; < 0.
Y sea ¢; = (—1)'Bj'para i = 1,....;t (donde B;' representa el menor (i,t) de la
matriz By) ,y ¢; = 0 si i > t. Luego

> ipiBi; =0 (3.6)

ij=1

para toda matriz semidefinida positiva 5. Y por otro lado,

n

n
> eipibyy = det By - det B,y <0, (3.7)
i=1 j=1

(sit =0, consideraremos det By = 1). Luego se deduce de 3.6 y 3.7 que (p;¢;)7;—,
es una solucion del problema de separacion.

Luego por el teorema 3.20 se sigue que el méximo valor de ) w;;b;; sobre las matrices
B sobre el conjunto definido en 3.23 con precisién %e y respectivamente J(Gow) con
precisién €, en un tiempo acotado por un polinomio | V' |, | loge | y logT ; donde
T es el maximo valor absoluto de los numeradores y denominadores de los w;;. Si se

sabe que a(G o w) = Y¥(G o w), luego el pardmetro J(G o w) es entero y lo podemos

44



calcular considerando € = % Por lo tanto existe un algoritmo polinomial en |V| y

log || w || para hallar a(G o w) en un grafo perfecto.

Y se puede hallar explicitamente un maximo conjunto independiente en un grafo
perfecto como sigue. Comparamos a(G ow) con a(G'ow’) donde G’ y w' se obtiene
de G y w suprimiendo el vértice 1 de G y su respectiva coordenada de w (esto se
puede hacer en tiempo polinomial ya que G’ ow’ resulta perfecto por el teorema 2.4),
en caso de que coincidan reemplazamos G por G’ y w por w’, en caso contrario, no
se realizan cambios. Se continua este procedimiento con el vértice 2 y se sigue asi. Al
finalizar nos queda un conjunto de vértices que forman un conjunto independiente

méximo (pesado) en G.

Queda claro que utilizando esta misma técnica en G ( que es perfecto debido a 2.1)

obtenemos en tiempo polinomial un clique méximo (pesado) en G.

Usando el resultado que acabamos de mostrar se puede hallar un minimo cubrim-
ientos por cliques o coloreo para un grafo perfecto GG, en tiempo polinomial. Esto

puede verse en [26].

Si bien,como acabamos de ver, el método del elipsoide permite probar la polino-
mialidad de estos problemas algoritmicos sobre los grafos perfectos, no nos da un
algoritmo combinatorio (implementable computacionalmente) que nos permita re-

solver estos problemas. Este problema continua actualmente abierto.
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Capitulo 4

Teorema fuerte.

Introduccion.

El teorema fuerte de los grafos perfectos fue demostrado en el afio 2002 [14]. Este
resultado, conjeturado por Berge [2], que resisitié ser demostrado durante 40 anos,
fue probado en un paper de 160 paginas. En este capitulo se intentara dar un resumen

de esta demostracion esbozando las ideas principales de la demostracién.

En la primera seccién daremos una muy breve descripcién de la demostracion del
teorma fuerte en los grafos sin C4 [10], que dio origen a la demostracién en el caso

general.

Recordemos el enunciado del teorema:
Teorema 4.1 Un grafo es prefecto si y solo si es Berge.

La ida es trivial, como ya se mencioné entes. Si bién durante esos cuarenta anos no
se pudo encontrar un demostracion, pudo ser probado para muchos casos particu-
lares, la forma més usual de encontrar estos grafos era conciderando grafos que no

contuvieran un subgrafo inducido determinado. Por ejemplo:

Grafos prohibidos de cuatro vértices.
e Grafos sin Py, [40].

e Sin K, ([45], [46], [47]).

e Sin K \e, [48].

e Sin (3-pan o paw), ([34],[27]).
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e Sin Cy, [10].

Grafos prohibidos de cinco vértices.
e Sin bulls, [16].

e Sin darts, [43].

e Sin chairs, [39].

Grafos derivados.

e Grafos de Linea de un grafo G = (V, E) [34], L(G): es un grafo que se obtiene
de G, donde los vértices son las aristas F(G), y dos vértices son adyacentes si sus

correspondientes aristas tienen un vértice en comun.
e Grafo total de un grafo G = (V| E) [34], T(G): es un grafo que se obtiene de G,

donde los vértices son los elementos de VU E y dos vértices en T(G) son adyacentes
si son adyacentes en G, si el vértice es un extremo de la correspondiente arista o si

ambas aristas comparten uno de sus extremos.

e Grafo triangulado de un grafo G = (V, E) [30], L3(G): donde los vértices son
los tridngulos de G y dos vértices son adyacentes si sus correspondientes tridngulos

tienen una arista en comun.
Grafos especiales

e Grafos circulares ([6],[7]), grafos de interseccién de cuerdas en un circulo.
e Grafos planares [44].

e Grafos pretty [33] (grafos donde todo subgrafo inducido tienen una vecindad (con-

junto de vecinos) sin Py ni 2K5).

e Grafos con grado maximo menor que 7 [24] (el grado de un vértice es el ntimero
de aristas que lo tienen por extremo).

4.1. Grafos Perfectos sin Cj.

Definicién 4.2 Un grafo G se dice que no contiene a Cy, si no contiene como

subgrafo inducido a los ciclos de longitud cuatro.
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Definicién 4.3 Un subconjunto S C V(G) se dice que es un conjunto de corte de

G, si el numero de componentes conexas del grafo G — S es mayor que las de G.

Definicién 4.4 Diremos que un subconjunto S C V(G) es estrellado si consiste de
un vértice x y todos sus vecinos N(zx).

Lema 4.5 (Chvdtal [15]) Un grafo minimamente imperfecto no contiene un con-

Junto de corte estrellado.

Definicién 4.6 Un grafo G es una 2-join si existe una particion (Hy, Hy) de V(G)
tales que existen A;, B; C H; para i = 1,2, que cumplen:

e Todos los nodos de Ay son adyacentes a todos los nodos de Ay y lo mismo pasa
con By y By. Y estas son las unicas adyacencias entre Hy y H.

e Parai = 1,2 H; tiene al menos un camino que une a A; con B;. Si ambos conjuntos

fueran de cardinal 1, entonces el grafo inducido por H; no es un camino sin cuerdas.

Lema 4.7 (Cornuejols y Cunningham [11]) Un grafo minimamente imperfecto no

contiene una 2-join.

Los lemas 4.5 y 4.7 nos dicen que ambas descomposiciones estan prohibidas en todo
grafo minimamente imperfecto.
El siguiente teorema de descomposicién, demostrado en [14], tiene como consecuencia

el teorema fuerte sobre los grafos sin C}.

Teorema 4.8 Sea G un grafo Berge sin Cy, entonces es bipartito o el grafo de linea
de un grafo bipartito o tiene un conjunto de corte estrellado o una 2-join.

A partir de este resultado se demuestra facilmente que:
Teorema 4.9 Sea G un grafo Berge sin Cy entonces G es perfecto.

Demostracion Supongamos que G es un grafo Berge sin Cy e imperfecto. Luego G
contiene un subgrafo minimamente imperfecto H . Claramente H es Berge y no
contiene a C'4 como subgrafo inducido. Entonces por el teorema 4.8 se deduce que
H deberia tener un conjunto de corte estrellado o una 2-join (ya que los grafos
bipartitos y sus grafos de linea son perfectos); pero ésto es imposible por los lemas
4.5 y 4.7. Luego G debe ser perfecto como queriamos probar. o

El teorma 4.8 fue extendido al caso general [14], pero para conseguir el objetivo se
introdujeron algunas modificaciones.
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4.2. Estrategia de la demostracion en el caso ge-

neral.

Daremos una descripcion somera de las estrategias utilizadas en la demostracion del

teorema fuerte. Para ello daremos previamente las definiciones necesarias.

4.2.1. Definiciones previas y demostracion del Teorema

Fuerte asumiendo el teorema de descomposicion.

Definicién 4.10 Diremos que un grafo G es un double split si dados m,n > 2
enteros sus vértices estan particionados en los conjuntos {ay, ....,am}, {b1,....,bm},
{c1, e}, {dy, ...y dn}. Y sus aristas E(G) cumplen las siguientes condiciones:

n (a;,b) € E(G)V1<i<my(¢,d;) ¢ E(G)VI<j<n.

» No existen aristas entre {a;, b;}y {ay, by} para 1 < i < i < m y existen las
cuatro aristas correspondientes entre {c;, d;} y {cji,dj} paral < j < j <n.

» Hay exactamente dos aristas entre {a;,b;} y {cj,d;} para 1 <i <m yl <
71 <mn, y estas dos aristas son disjuntas.

Figura 4.1: Grafo double-split.

Definicién 4.11 Diremos que un grafo G es bdsico si G o G es un grafo bipartito,
el grafo de linea de un grafo bipartito o un grafo double split .

Observaciéon 4.12 Los grafos bdsicos son perfectos.
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A continuacién introduciremos una variante de la descomposicién 2-join dada en

4.6, introducida por Cornuejols y Cunnigham en [11].

Definicién 4.13 Una proper 2-join de un grafo G es una particion (X1, Xs) de
V(G) tales que existen dos subconjuntos disjuntos A;, B; C X; (i =1,2), que satis-

facen:

» Todo vértice de Ay es adyacente a todo vértice de As y lo mismo para By y
Bs.

» No existen otras aristas entre Xy y Xs.
» Toda componente conexa de G[X;] para i = 1,2 intersecan a A; y By, y

w Si|A;| = |Bi| =1 y GIX;] es un camino de A; a B; entonces su longitud es
>3 parat=1,2.

Sea X,Y C V(@) diremos que el par (X,Y) es completo si todo vértice de X es
adyacente a todo vértice de Y, y se lo llamard anticompleto si no existe ninguna

arista entre ellos. Ahora definiremos otra posible descomposicién de un grafo G.

Definicién 4.14 Una M —join de un grafo G es una particion en seis subconjuntos
no vacios (A, B,C, D, E, F), tales que:

s Todo vértice de A tiene un vecino y un no-vecino en B y viceversa.
» Los pares (C, A), (A, F), (F,B), (B, D) son completos, y
w Los pares (D, A), (A, E), (E,B), (B,C) son anticompletos.

En este capitulo llamaremos un camino en un grafo G a un subgrafo inducido,
aciclico, tal que el grado de sus vértices es < 2, y un anticamino es un subgrafo
inducido cuyo complemento es un camino. La longitud de un camino es el nimero
de sus aristas en GG y la longitud de un anticamino es el nimero de aristas en su
complemento G. Si P es un camino en (G notaremos sus vértices internos (aquellos
cuyo grado es 2) por P*, andlogamente para un anticamino. Diremos que un par
(A, B) de subconjuntos disjuntos de V' (G) es balanceado, si no hay un camino de
longitud impar, con interior en A, entre dos vértices no adyacentes en B, y no hay
un anticamino de longitud impar, con interior en B, entre dos vértices adyacentes
de A. Finalmente diremos que un conjunto X C V(G) es conexo si G[X] resulta
conexo, y anticonexo si G[X] resulta conexo.
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Definicién 4.15 (Chovdtal) Una skew partition de un grafo G es una particion
(A, B) de V(G) tal que A no es conexo y B no es anticonezo.

Esta descomposicién posee una dificultad con respecto a las deescomposiciones
definidas en 4.13 y 4.14, no estd probado que no exista una tal descomposicion
para un grafo minimamente imperfecto. Este problema se resuelve si se le pide a tal
descomposicion que sea balanceada.

Definicién 4.16 Un subconjunto conexro maximal de un conjunto no vacio A C
V(G) es llamado una componente de A, y a un subconjunto anticonexo mazximal
anticomponente.

Definicién 4.17 Diremos que una skew partition (A, B) de G es loose si algin
vértice de B no tiene vecinos en alguna componente de A, ¢ algun vértice de A es
completo respecto a alguna anticomponente de B.

Se puede ver que:

Lema 4.18 St G es Berge y admite un loose skew partition entonces admite una
skew partition balanceada.

Teorema 4.19 Sea G es un grafo minimamente imperfecto. Entonces G no admite
una skew partition balanceada, y concecuentemente ninguna skew parttion de G es
loose.

OHO

2-join

Figura 4.2: 2-join, M-join y skewpartition loose
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Teorema 4.20 Sea G un grafo Berge, G es bdsico 6 G o G adimiten una

proper 2-join, o G admite una M-join, o G admite una skew partition balanceada.

Daremos la demostracién de el teorema 4.1 asumiendo la veracidad del teorema

anterior.

Demostracion (=) Como ya se vio esta implicacién es trivial.

(«<)Se probara por el absurdo. Asumamos que G es Berge y

Minimamente Imperfecto. Como todo grafo bdsico es perfecto se sigue que G no
es basico. En [11] se demostr6 que los grafos Minimamente Imperfecto no admiten
una proper 2-join. Dado que G resulta Minimamente Imperfecto (ver teorema 2.1)
y por lo tanto G no admite una proper 2-join. Se muestra en [16] que una grafo
Minimamente Imperfecto no admite una M-join, y se probd en [14] que un grafo
Minimamente Imperfecto no admite una skew partition balanceada. Pero eso con-
tradice el teorema 4.20, luego GG debe ser perfecto.

4.2.2. ;Coémo se puede demostrar el teorema 4.207

Hay diversos teoremas de esta caracteristicas en teoria de grafos (ver: [41], [13] y
[37]). Estos teoremas bésicamente dicen que “dado un grafo que no contiene un
objeto del tipo X cae dentro de una clase llamada bésica o admite algiin tipo de
descomposicion”. Las demostraciones de estos teoremas permiten en algunos casos
encontrar un construccién para ese conjunto de grafos, pero lo més importante es

que todas siguen el mismo patron.

La demostracion de este tipo de teoremas consiste basicamente en una combinacion

de los siguientes dos métodos:

» Elegimos explicitamente un grafo H apropiado sin X (esto quiere decir que
no contiene como subgrafo inducido a X) que no sea bdsico, y se prueba que
posee alguna descomposicion y que ésta puede extenderse a todo grafo mas
grande que contenga a H. Esto prueba el teorema para todo grafo sin X que
contenga a H, por lo tanto, bastara con demostrar que el teorema es valido
en aquellos grafos sin X que no contengan a H.
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» Se elige un grafo J bdsico y “apropiadamente conectado” (el significado de-
pende del contexto). Y consideramos un grafo G sin X que contenga a J como
subgrafo inducido. Luego extendemos a J a un subgrafo maximal K “apropi-
adamente conectado” y que sea bdsico del mismo tipo que J. Se puede asumir
que K # G. En caso contrario el teorema estaria demostrado. Luego se prueba
que el remanente de G junto a K, haciendo uso de la maximalidad de K , in-
duce una descomposicién de GG. Y ahora nos podemos concentrar en los grafos

G sin X que no contengan a J.

El teorema 4.20 se demostrd aplicando estas técnicas doce veces. A continua-
ci6én definiremos unas clases de grafos Berge F7, ...., F11 (donde cada clase es subclase
del anterior). Pero antes necesitamos algunas definiciones.

Definicién 4.21 Llamaremos subdivision bipartita de un grafo G, a una subdivision

que da como resultado un grafo bipartito.

Definicién 4.22 Diremos que L(H) es degenerada, donde H es una subdivision de
Ky, si existe algun ciclo C' de longitud 4 en K4 que se corresponde con un ciclo en

H de la misma longitud. Fs decir, hay un ciclo de longitud 4 de K4, que no fue
subdividido.

Figura 4.3: K4, una subdivisiéon y una aparicién

Definicién 4.23 Un prisma es un grafo compuesto por dos triangulos disjuntos
ai,as,as Y by, ba, by y tres caminos Py Py Py disjuntos por aristas, donde cada P;

tiene por extremos a los vértices a; y b;.



Observaciéon 4.24 St G es Berge entonces la paridad de los tres caminos de un
prisma coincide. Diremos que un prisma es par o impar, si la longitud de estos

caminos es par o 1mpar respectivamente.

Definicién 4.25 Un prisma largo es un prisma tal que uno de sus caminos tiene
longitud > 1 .

Definicién 4.26 Diremos que un grafo G es un doble diamante si |V(G)| = 8
V(G) = ay,...,a4,b1,...,bs) y sus vértices cumplen las siguientes condiciones:

e Todos los a;s son adyacentes dos a dos excepto por as y ay.
e Todos los b;s son adyacentes dos a dos excepto por bs y by.
e a;b; € E(G) para todo 1 <i < 4.

Definicién 4.27 Una wheel (6 rueda) en un grafo G es un par (C,Y) que satisface:
e (' es un hole de longitud > 6.

e Y es un conjunto de vértices anticonexo no vacio disjunto de C.

e (' contiene dos aristas disjuntas e Y -completas.

Liamaremos a C' la llanta (6 rim) y a Y el centro (hub).

Definicién 4.28 Un camino mazimal en un camino ¢ un hole H cuyos vértices son
todos Y -completos es llamado un segmento 6 Y -segmento en H. Diremos que una

rueda (C,Y') es impar si algunos de sus segmentos tiene longitud impar.

Definicién 4.29 Diremos que una 3-upla (X,Y, P) en un grafo G es una
pseudowheel si satisface las siguientes condiciones:

e X eV son subconjuntos no vacios anticonezxos de V(G), completo cada uno res-
pecto al otro,

e P=p —---—p, esun camino en G\(XUY) n >5.
® p1 Y Py sSon los unicos vértices X -completos de Py

e P, es Y-completo, py y p, no lo son.

Observacién 4.30 Se puede ver que si (X,Y, P) es una pseudowheel en un grafo
G € F; entonces la longitud de P es > 6 y contiene un numero impar de aristas

Y -completas.
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geaiey

Prisrma Par Diamante doble Rueda

El caminc de uav esun
Segmento de la rueda (C.Y) Pseudo-wheel

Figura 4.4:

Fies la clase de todos los grafos Berge tales que para toda subdivisién bipartita
H de K4, todo subgrafo inducido de G isomorfo a L(H) es degenerado.

Fs es la clase de todos los grafos G tales que G, G €F; y ningtn subgrafo
inducido de G es isomorfo a L(K33).

F3 es la clase de todos los grafos BergeG tales que, para toda subdivision H
de K, , ningtin subgrafo inducido de G o de G es isomorfo a L(H).

Fu es la clase de todos los grafos G € Fj tales que ningun subgrafo inducido
de G es un prisma par.

F5 es la clase de todos los G € F3 tales que ningun subgrafo inducido de G o
de G es un prisma largo.

Fe es la clase de todos los grafos G € F5 tales que ningtun subgrafo inducido
de G es isomorfo a un diamante doble.

Fr es la clase de todos los grafos G € Fg tales que Gy G no contienen una

rueda impar.
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Fs es la clase de todos los grafos G € F; tales que Gy G no contienen

pseudoruedas.
Fy es la clase de todos los G € Fs tales que Gy G no contienn ruedas.

Fio es la clase de todos los G € Fy tales que, para todo hole C' en G de longitud
> 6, ningln vértice de G tiene tres vecinos concecutivos en C'; y lo mismo debe

valer para G.

JF11 es la clase de todos los G € Fiq tales que todo antiholeen G tiene longitud
4.

Teorema 4.31 (Pasos de la demostracion de el teorema 4.20)

10.

11.

Para todo grafo G Berge, G es un grafo de linea de un grafo bipartito, o G
admite una proper 2-join o una skew partitionbalanceada, o G € F.

Para todo grafo G con G, G € Fy, 6 bien G = L(K33) o bien G o G admite
una proper 2-join 6 G admite una skew partition balanceada, 0 G € Fs.

Para todo grafo G € F, o bien G es un grafo double split, o G o G admiten
una proper 2-join o G admite una balanced skew partition o G € Fj.

Para todo grafo G € Fy 6 bien G es un prisma par con |V(G)| =9 ¢ G admite
una proper 2-join ¢ G admite una balanced skew partition 0 G € Fy.

Para todo grafo G € Fs, G ¢ G admiten una proper 2-join, ¢ G admite una
M-join 6 G admite una skew partiton balanceada 6 G € Fs.

Para todo grafo G € F5, G 6 G admiten una proper 2-join 6 G admite una
skew partiton balanceada ¢ G € Fg.

Para todo grafo G € Fs, G admite una skew partition balanceada 6 G € F7.
Para todo grafo G € F7, G admite una skew partition balanceada 6 G € Fg.
Para todo grafo G € Fg, G admite una skew partition balanceada 6 G € Fy.
Para todo grafo G € Fy, G admite una skew partition balanceada 6 G € Fy.

Para todo grafo G € Fiy 6 G € F1, 6 G € Fiy
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12. Para todo grafo G € Fi1 6 G admite una skew partition balanceda ¢ G es

completo ¢ G es bipartito.

En las préoximas secciones ilustaremos las técnicas utilizadas, describiendo los dos

primeros pasos de la demostracion y dando una idea del ultimo.

4.3. Apariciones de K, en un grafo Berge

Ahora daremos la idea de como se demostraron los pasos 1. y 2. del teorema 4.31.
Empecemos dando algunas definiciones.

Definicién 4.32 Un track es un camino no necesariamente inducido.

Definicién 4.33 Un vértice de un grafo G se dice que es un branch si tiene grado

mayor o igual a 3.

Definicién 4.34 Un branch de un grafo G es un track P tal que ninguno de sus
vértices internos es un vértice branch.

Definicién 4.35 Diremos que un grafo de linea L(H) es sustancial, si H es una
subdivision de un grafo J 3-conexo. Si J = K4, L(H) es no degenerada.

Observacién 4.36 Observar que V (J) son los vértices branch de H y los branchs
de H estan en biyeccion con las aristas de J.

Definicién 4.37 Sean F' y K dos subgrafos inducidos de G, disjuntos en vértices.
Diremos que un vértice de K es un attachment de F' si tiene un vecino en F'.

Teorema 4.38 Sea G un grafo Berge, y tiene como subgrafo inducido a L(H) no
degenerado donde H es una subdivison bipartita de K4. Entonces G es un grafo de
linea, o G admite una proper 2-join, 6 G admite una skew partition balanceada. En
resumen, los grafos Berge sin L(H) no degenerada, admiten una particion o es un

grafo de linea.

Claramente el lema anterior prueba el paso 1 del teorma 4.20. Dado que si G ¢ Fi,
debe contener como subgrafo inducido un L(H) no degenerado con H una subdi-
visién de K. Luego o bien G = L(H), o bien (como consecuencia del lema anterior)

G admite una skew partition balanceada, o G admite una proper 2-join.
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Definicién 4.39 Un grafo G es ciclicamente 3-conexo si se obtiene por subdivision

de un grafo H 3-conexo.

Teorema 4.40 Sea H bipartito y ciclicamente 3-conexo. Entonces H = K33, 6 H
es una subdivision de K4, 6 H contiene un subgrafo inducido H' tal que H' es una

subdivision de K, y L(H) es no degenerada.

Teorema 4.41 Sea G un grafo Berge, que contiene un subgrafo inducido isomorfo
a L(K33). Entonces G 6 G es un grafo de linea, o bien G 6 G admite una proper

2-j0in, ¢ bien G admite una skew partiton balanceada.

Definicién 4.42 Dados J y G dos grafos. Diremos que J es una aparicion en G
st existe una subdivision bipartita H de J, tal que L(H) es isomorfo a un subgrafo
inducido de G. Si J # Ky diremos L(H) que es una aparicion no degenerada en G
st J =H = Ks3.

Ambos lemas se pueden fusionar para dar el siguiente resultado, del cual se desprende

facilmente el paso dos del teorema 4.31.

Teorema 4.43 Sea G un grafo Berge, que contiene a L(K33) como subgrafo in-
ducido. Entonces se cumple alguna de las siguientes condiciones:

n G = L(K373), 0
» hay una aparicion no degenerada de K, en G o G 6

» G o G admite una proper 2-join, o G admite una skew partition balanceada.
A partir de este lema se prueba facilmente el paso 2 del teorema 4.20. Si G ¢ F»
entonces G contiene a L(K33) como subgrafo inducido. Y dado que por hipdtesis
G, G € F1, no hay ninguna aparicién no degenerada de K, en G ni en G, luego se

desprende por el lema anterior la tesis de 2.4.20.

Definicion 4.44 Diremos que el grafo J' es un alargamiento de el grafo J si J' es
3-conexo y contiene un subgrafo inducido propio, isomorfo a J.

Se vera que los lemas 4.38 y 4.41 se prueban facilmente a partir del proximo teorema
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Teorema 4.45 Sea G Berge y J un grafo 3-conexo que cumple:

= no hay una aparicion no degenerada L(H) de J en G, y no hay un alargamiento

de J con una aparicion no degenerada en G, o

» hay una aparicion L(H) de J = Ks3 en G, y no hay una aparicion de un

alargamiento de J en G o G.
Entonces G = L(H), ¢ G admite una proper 2-join o una skew partition balanceada.
Para ver los detalles de la demostracion de este teorema se puede consultar [14].

Demostracion del teorema 4.38 asumiendo la veracidad del teorema 4.45 .

Sea G’ Berge y supongamos que hay una aparicion no degenerada de K, en GG. Luego
elijamos un grafo 3-conexo J maximal (en el sentido de los alargamientos de J ) tal
que hay una aparicion no degenerada de J en G; luego se satisfacen las hipotesis del

teorema 4.45 | y como consecuencia el lema 4.38 queda demostrado. =

Demostracion del teorema 4.41 asumiendo la veracidad del teorema 4.45. Sea G
Berge, y supongamos que contiene un subgrafo inducido isomorfo a L(K33). Por lo
tanto podemos elegir un grafo 3-conexo J maximal (en el sentido de los alargamientos
de K33 ), tal que haya una aparicién de J en G. Si esta aparicién es no degenarada
el lema queda demostrado, como consecuencia del teorema 4.45. Supongamos ahora
que tal aparicién resulta ser degenerada (J = K3 3), si existe un alargamiento de J en
G, 1o elegimos maximal, entonces, el lema se deduce aplicando el teorema 2.1 sobre
G. Por lo tanto se puede suponer que no hay un alargamiento de .J que aparezca en
G, cumpliéndose nuevamente las hipétesis del teorema 4.45 y como concecuencia se
desprende la tesis del lema 4.41.

4.4. Los siguientes pasos
En el paso 3 se ataca el problema en el caso que G no contenga a L(K(3,3))

Teorema 4.46 Si G o G contienen una aparicion de K, que sea degenerada, en-

tonces:
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e (G es un grafo double split, o
e (7 admite una skew partition balanceada.
e G y G admiten una proper 2-join.

e No hay apariciones de K, en G o G.

En el cuarto paso se consideran los grafo Berege sin apariciones no degeneradas que

contienen un prisma par.

Teorema 4.47 Sea G un grafo Berge sin apariciones no degeneradas. Entonces:
e GG es un prisma par con |V(G)[=9 o
e (G admite un proper 2-join, o

o G admite una skew partition balanceada.

En el quinto paso se demuestra el teorema para los grafos Berge sin apariciones de
K, en G o G que contienen un prisma largo impar (es decir, sus caminos tienen
longitud > 1).

Teorema 4.48 Sea G un grafo Berge tal que no contiene apariciones de Ky. FEn-

tonces:
e G y G admiten una proper 2-join, o
e (7 admite una skew partition balanceada.

G admite una M-join.

Teorema 4.49 St G € F5 y contiene un diamante doble entonces:

e G y G admiten una proper 2-join, o

o G admite una skew partition balanceada.

Definicién 4.50 Diremos que un grafo G es recalcitrante si:
e (G es Berge.

e G y G no son grafos de linea.

e (7 no es un double split.

e G y G no admiten una proper 2-join .

e (G no admite una M-join.

e (G no admite una skew partition balanceada.
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Teorema 4.51 Sea G € Fg que contiene wheels impares entonces admiten una skew

partition balanceada. En particular todos los grafos recalcitrantes pertenecen a Fr.

Recordemos que los grafos en Fg son aquellos grafos Berge que no contiene diamantes
dobles, G v G no contienen prismas largos y tanto G como G no contienen apariciones
de K4.

Teorema 4.52 Sea G € F; que contiene una pseudowheel entonces admite una

skew partition balanceada. En particular todos los grafos recalcitrantes pertenecen a

Fr.
La parte final de la demostracién se centra en los grafos recalcitrantes. Se ve que:

Teorema 4.53 Sea G € Fg tal que no admite una skew partition balanceada en-
tonces no hay una wheel en G. En partitcular todo grafo recalcitrante pertenece a

Fy.

Por lo tanto consiste en estudiar la familia de grafos que viven en Fy. Pero dado
que:

Teorema 4.54 Sea G € Fy tal que no admite una skew partition balanceada y C
un hole de longitud > 6. Entonces, no existen vértices en G\V (C) con tres vecinos

consecutivos en C. En partitcular, todo grafo recalcitrante pertenece a Fiq

Pero el estudio se puede reducir ain mas estudiando una familia de grafos mas

pequena JFiq, donde gracias al siguiente lema, se ve que viven los grafos recalcitrantes.

Teorema 4.55 Sea G € Fig entonces G no contien holes y anti-holes de longitud
> 6 . En particular, todo grafo recalcitrante pertenece a Fiy.

Par terminar con la demostracién queda por probar:

Teorema 4.56 Sea G € Fi1 un grafo entonces:

o (G es completo, o
e G o G es bipartito, o

e (G admite una skew partition balanceada.
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Lema 4.57 Sea G un grafo en Fg tal que no admite una skew partition balanceada.

Sea X, Y C V(G) no vacios disjuntos y completos uno respecto al otro.

e Si XUY = V(G), entonces G es completo o G tiene exactamente dos componentes

con, a lo sumo, dos vértices cada una.

e Si XUY # V(G), entonces V(G)\(X UY) es conexo, y si |X| > 1 todos los
vértices en X tienen vecinos en V(G)\(X UY).

Idea de la demostracion del teorema 4.56 Se supone que existe un grafo G en Fi;

que no es un grafo bipartito ni que admite una skew partition balanceada. Dado que

G no es bipartito contiene un triangulo.

X

X3 XE

Figura 4.5:

Por lo tanto contiene n (n > 3) conjuntos de vértices no vacios, anticonexos y
completos entre si. Se eligen estos vértices de forma tal que su unién sea maximal.

Por lo tanto hay dos posibilidades.

XiuXhUu--UX, =G

XiUXoU-—UX, £G

Si se da este tltimo caso, hay vértices de G que no estan en X; U XoU---U X, v se
define

F=G\X;UX,U---UX,
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Se definea X = X UXoU---UX,,_1 yY = X,,. Se puede ver que F' es conexo y
que todo vértice en X tiene un vecino en F'. Por lo tanto, todos los vértices de X7,
Xy y X3 tienen un vecino en F'. A partir de esto se puede probar que algin vértice
de F' (llamémoslo v) es completo con respecto a dos conjuntos de Xy, Xa, Xj.

&)

Figura 4.6:

Luego v es completo respecto a algunos X; y con respecto a otros no. Sean los

conjuntos completos respecto v en orden:
y los no completos:

Definimos:

1

X(+1:Xi+1U"'UXnUU

Pero entonces X1, ..., X;, X'i + 1 viola la optimalidad de la eleccion de Xi, ..., X,
por lo tanto G = Xy U Xy U --- U X,,.El lema 4.57 nos permite afirmar que G es
completo o G tiene exactamente 2 componentes. G no puede tener exactamente 2
componentes porque G tiene como minimo tres conjuntos anticonexos, completos

entre si, por lo tanto G tiene tres o mas componentes, luego G resulta completo o

Asi queda probado que todo grafo perfecto es Berge
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Capitulo 5

Algoritmo de reconocimiento.

Introduccioén.

Como ya sabemos un grafo es perfecto si y solo si es Berge. En este capitulo des-
cribiremos un algoritmo polinomial O(| V(G) |°), que recononoce si un grafo G
dado es o0 no Berge. Este algoritmo utiliza una técnica llamada cleanining, utilizada
anteriormente por Conforti y Rao [9] para reconocer matrices balanceadas.

Bésicamente el algoritmo determina si G no es Berge, o que G no contiene

un odd hole. Luego para testear si G es Berge aplicamos el algoritmo a G v G.
Si G no fuera un grafo Berge, entonces contiene un odd hole, y por lo tanto un
shortest odd hole C' (agujero impar minimo)). Diremos que un vértice v € G\C' es
C-major , si sus vecinos en C' no pertenecen a un camino de longitud dos de C. A
C lo llamaremos clean si no contiene vértices C-major en GG. Los shortest odd hole
(clean) son facilmente detectables en un grafo G dado, y bésicamente éste serd el
primer paso del algoritmo. El resto del algoritmo consisitird en reducir el problema

al caso “clean”.

Un subconjunto X C V(G) lo llamaremos un cleaner para un determinado shortest
odd hole C en G, st X NV(C) = 0 y X contiene todos los vértices C-major. Ob-

servemos que si X es un cleaner para C, C' resulta clean en G — X.

La idea central del algoritmo consiste en generar un numero polinomial de sub-
conjuntos de V(G), tales que si C' es un shortest odd hole de G uno de estos sub-
conjuntos resulta ser un cleaner para C'. Luego para cada uno de estos subcon-
juntos se testearda si alguno los subgrafos inducidos por V(G) — X contiene un

shortest odd hole clean. Y ésto serd suficiente ya que G contiene un odd hole si y
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sblo si algunos de los subgrafos inducidos por V(G) — X contiene un shortest odd

hole clean.

Con la intencién de reducir la complejidad del algoritmo, no se hace exactamente lo
que se dijo anteriormente. Dado un shortest odd hole C' en un grafo GG, diremos que
X C V(G) es un near-cleaner para C si X contiene todos los vértices C-major, y

X NV(G) estd incluido dentro un camino de longitud dos en C.

A%

Véertice C-maijor Near-cleaner

Figura 5.1:

Se sabe como generar un cantidad polinomial de subconjuntos de V' (G), de manera
tal que uno de ellos sea un near-cleaner para un shortest odd hole C', sin necesidad
de conocerlo explicitamente. En el caso que C sea amenable, es decir que cumpla:
e (' es un shortest odd hole en GG, de longitud al menos siete.

e Para todo conjunto anticonexo X de vértices C-major, hay una arista de C' X-

completa.

El algoritmo estd dividido en tres rutinas (en orden cronoldgico) a saber:

Rutina 1: Un algoritmo polinomial que, dado un grafo G y un subconjunto X C
V(G), tal que si X es un near-cleaner de un shortest odd hole el algoritmo determina
la existencia de un odd hole en G.

Rutina 2: Un algoritmo polinomial que, dado un grafo G, si contiene algin shortest
odd hole que no es amenable, determina que G no es Berge.

Rutina 3: Un algoritmo polinomial que, dado un grafo GG, da como resultado una

cantidad polinomial de subconjuntos de V(G), tales que si C' es un amenable hole
en GG, entonces uno de estos subconjuntos es un near-cleaner para C'.
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Aplicando estas tres rutinas se puede construir un algoritmo polinomial, que deter-
mina si un grafo es o no Berge. Primero ejecutamos la rutina 2, y si no determinara
que G no es Berge, si hubiera un shortest odd hole deberia ser amenable. Luego eje-
cutamos la rutina 3, y para cada subconjunto de V(G) ejecutamos la rutina 1. Si
no decidiera que G no es Berge, repetimos el procedimiento para G. Si tampoco se

decidiera que G no es Berge, entonces se deduce que G es Berge.

Este algoritmo es el producto de la investigacion de dos grupos de trabajo, Cor-
muejols, Liu y Vuskovic (CLV) y Chudnovsky y Seymour (ChS). Ambos grupos
obtuvieron simultaneamente la rutina 1, utilizando distintos caminos. ChS obtuvo
las rutinas 2 y 3, rutina 3 que mas tarde fue mejorada por CLV. En este capitulo
presentaremos las rutinas 1 y 2 de ChS, y la rutina 3 en la versiéon de CLV.

5.1. Rutina 1

5.1.1. Reconocimiento de Piramides.

Definicién 5.1 Sea K una pirdmide formada por tres caminos Py, Py, Py que unen

a con by, by, bs respectivamente, diremos que la 10-tupla

a, b17 b27 b37 S1, 82,83, M1, Mg, M3

es un marco de K si:
e Parai =1, 2,3 s; es vecino de a en P;.

e Para i =1, 2,3 m; € V(P,) satisface dp,(a, m;) — d(m;, b;) € {0,1}.

Figura 5.2: Pirdmide con marco ay, as, as, s1, S2, S3, M1, Mo, M3
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Definicién 5.2 Una pirdmide K de un grafo G se llama optima si no existe una
pirdamide K' tal que | V(K') |<| V(K) |.

Observacién 5.3 Si hay una pirdmide en un grafo G entonces hay una pirdmide
optima. La ventaja de estas ultimas es que son mds facilmente detectables.

Lema 5.4 Sea K una piramide optima en G, con un marco a, by, b, b, s1, So, S3,
my, mo, mg. Sean Sy, 11 los subcaminos de my a sy y by respectivamente. Sea F' el
congunto de todos los vértices no adyacentes a cada uno de los vértices sg, S3, ba, bs.
Entonces :

e Sea () un camino entre sy y my con interior en F, y con longitud minima sobre
todos estos caminos. Entonces P| = a — sy —my — 11 — by junto con Py y Ps forman
una piramide optima.

e Sea () un camino entre my y by con interior en F, y con longitud minima sobre
todos estos caminos. Entonces P] = a — sy —S1 —my — by junto con Py y P3 forman

una piramide optima.

Figura 5.3:

Lema 5.5 Existe un algoritmo que dado un grafo G, encuentra una pirdmide (y
por lo tanto un odd hole) en G, o determina que G no contiene ninguna pirdmide.
El algoritmo tiene complejidad O(|V (G)|).

Algoritmo e Enumeramos todas las 6-tuplas by be, bs, s1, s, s3 que satisfacen:

1. Para 1 << j <3, {b,s;} son disjuntos de {b;, s;}siendo b;b; la tnica arista
entre ellos.
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2. Hay un vértice a que es adyacente a todos los vértices s; s9, s3 v a lo sumo a

uno de los by, by, bs (si a fuese adyacente a b; entonces s; = b;)

Para cada una de las 6-tuplas procedemos como se describe a continuacion.

e Sea M = V(G)\{b1, ba, b3, s1, S2, s3}. Para cada a m € M se busca un camino
minimo Si(m) entre s; y m (en el caso que exista) tal que sy, s3, be, b no tengan
vecinos en su interior y un minimo camino 7j(m) entre b; y m (en el caso que
exista) tal que sy, s3, by, b3 no tengan vecinos en su interior. De manera andloga
se buscan Sa(m), To(m), S3(m), T5(m). Encontrar estos minimos caminos demanda

O(|V(G)|*) operaciones.

e Para cada m € M U {b;} se definird un camino P;(m). Si s; = by, Pi(b1) es el
camino formado por un unico vértice by, y si m # b; no estd definido. Si s; # by
entonces P;(b;) no estd definido, y para m € M se testea que cumpla las siguientes

condiciones:
1. m no es adyacente a by, b3, So, S3.
2. Existen Si(m) y T (m).
3. V(Si(m)NTi(m)) ={m}

4. No existen aristas entre V' (Sy(m) —m) y V(T1(m) —m).

e Si se cumplieran definimos P;(m) := sy —S1(m) —m—T1(m)—b (en caso contrario
no estd definido). Anédlogamente se definen Py(m) y Ps(m) . Encontrar P;(m) par
i=1,2,3 demanda O(|V(G)|?) operaciones.

e Se testea para cada 3-upla my, mg, mg, si los P;(m;) con ¢ = 1,2,3 forman una

piramide para una eleccién apropiada de a.

Sil<i<j <3, diremos que (m;,m;) es un good (i,j)-pair si m; € M U {b;},
m; € M U{b;}, existe P;(m;) i = 1,2, V(Pi(m;)) NV (Pj(m;)) = 0y b;b; es la tinica

arista entre ellos.

Para cada m; € M U{b;} se buscard el conjunto de todos los msy tales que (mq, ms)

es good , como describiremos a continuacion.
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e Si P;(my) no existe entonces no hay ningin good pair.

e Si existiera coloreamos de negro todos los vértices m € P;(my), o que tienen vecinos
en Py(m;); los otros los coloreamos de blanco (esta operacién demanda O(|V(G)|?)

operaciones).

e Para cada my € M U {by} testeamos si Pa(msy) existe y no estd pintado de
negro (para cada my (esto lleva O(|V(G)|) operaciones), por lo tanto para todos

O(IV(G)F)).

eRepitiendo este procedimiento para cada m; se puede calcular la lista de todos los
(1,2)-good pairs en O(] V(G) |?).

Luego se realiza el mismo procedimiento para calcular los (1,8)y (2,3)-good pairs.

e Para cada 3-upla mq, mg, mg m; € {b;} UM i = 1,2,3, testeamos si (m;, m;)
es un good (i,j)-pair 1 < i < j < 3. Cada 3-upla lleva un cantidad constante de
operaciones, y por lo tanto para todas las 3-uplas O(| V(G) |?).

e Si se encuentra una 3-upla tal que los tres pares son good, paramos y decimos que G
contiene una pirdmide. Si luego de examinar todas las 6-uplas by, by, b3, s1, S2, S3,
no se encuentra ninguna que cumpla esta condicién , diremos que G no contiene
piramides. Dado que por cada 6-tupla se realizan

O(| V(G) |?) operaciones, la complejidad del algoritmo resulta ser O(| V(G) |°).

5.1.2. Reconocimiento de Joyas.

Antes de desarrollar la rutina 1 hay otras configuraciones que deben ser eliminadas.

Definicién 5.6 Diremos que una 5-upla vy, v9, v3, vy, V5 de vértices todos distintos
es una joya, tales que v1vg, Va3, V3ly, VaUs, VsV SOM aristas, y vivs, Ualy, V1Us MO
lo son, y P es un camino de G entre vy y v4 tal que vy, V3 Yy U5 MO tienen vecinos en
P*.

69



Vi Vs

Figura 5.4:

Lema 5.7 FEuxiste un algoritmo tal que dado G, decide si G contiene una Joya, con

complegidad O(|V (G)|%).

Algoritmo e Se enumeran todas las 3-uplas vo, v3, v5 de vértices distintos tales que
vouz € E(G) (este calculo demanda O(|V(G)|?) operaciones).

e Para cada una de estas 3-uplas calculamos el conjunto F', compuesto por los
vértices de G que no son adyacentes a vo, U3, U5, y se calcula sus componentes.

e Se calculan los conjuntos X; de vértices adyacentes a v9,v5 ¥y no a v3 y X, adya-

centes a vs, Vs y NO a vs.

e Se busca (si existe) una 3-upla v; € X, vo € X3 no adyacentes, F’ componente
de F' tales que ambos vértices tengan vecinos en F’.

Estos cdlculos demandan O(| V(G) |?) operaciones.

e Si se encuentra una 3-upla vy, ve, F’ que cumpla lo pedido G contiene una Joya.

Si al finalizar la iteracién no se encuentra ninguna, GG no contiene una Joya.

e Se obtiene asi un algoritmo polinomial con la complejidad del lema. o

Observacién 5.8 Si G contiene una Joya, entonces G contiene un odd hole.

5.1.3. Detector de shortest odd hole clean.

Lema 5.9 Sea G un grafo que no contiene Joyas ni Pirdmides, y sea C' un shortest
odd hole en G. Dados u,v € V(C) distintos no adyacentes, y Ly, Ly los dos posibles
subcaminos de C' que unen u y v, |E(Ly)| < |E(Ls)|. Entonces:
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Figura 5.5:

e [ es un minimo camino entre u y v.

e Para todo camino minimo P entre u, v, P U Ly es un shortest odd hole de G, y
ademds clean.

L-

Figura 5.6:
Como consecuencia del lema anterior se desprende.

Lema 5.10 FExzxiste un algoritmo tal que, dado un grafo G sin Joyas ni Pirdmides,
determina si G contiene un odd hole, o no hay un clean shortest odd hole. El algo-
ritmo tiene complejidad O(|V(G)[*).

Algoritmo e Primeramente calculamos, si existen, los caminos minimos entre los

vértices u 'y v de G (llamémoslo P(u,v)), para cada par de vértices distintos.

e Para cada 3-upla u, v, w se verifica si P(u,v), P(v,w), P(w,u) forman un odd hole.
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Este algoritmo tiene una complejidad O(| V(G) |°). Pero esta puede reducirse usando

el procedimiento del coloreo blanco y negro usado en 5.5.

P(u,v)

Figura 5.7:

5.1.4. El uso de near-cleaners y final de la rutina 1.

Lema 5.11 FExiste un algoritmo tal que dado un grafo G sin Joyas ni Pirdmides y
un subcongunto X de V(G), determina si G tiene un odd hole o no hay un shortest
odd hole C' tal que, X es un near-cleaner para C, con complejidad O(|V(G)|?)

Demostracion Hay un camino simple para construir un algoritmo de estas carac-
teristicas: enumerando todos los subconjuntos Y C X con |Y| < 3, y aplicando el
algoritmo dado en 5.10 a G\ (X'\Y') para cada Y. Si el algoritmo determina que tiene
un odd hole entonces uno de estos subgrafos tiene un clean shortet odd hole. En caso
contrario X no es un near-cleaner para ningun shortest odd hole de GG. Este simple
algoritmo cumple lo pedido, pero su complejidad es O(|V(G)|7) y puede mejorarse

la eficiencia como se verd a continuacion.

e Para cada par z,y € V(G) distintos, se busca un minimo camino R(z,y) entre
x e y tal que no contenga vértices internos en X, si tal camino existe notamos la

longitud por r(z,y); en caso contrario r(x,y) = co.

Para cada y; € V(G)\y; y los caminos de longitud dos z1 — x5 — 25 de G\y, se
chequea si las siguientes condiciones se cumplen, donde y, es el vecino de y; en

R(%a y1)2
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Figura 5.8:
e r(x1,y1), r(x2,ys) son ambos finitos (y por lo tanto y, esta definido).
o r(xo,y1) =1(x1,y1) + 1 =1(21,92) = n.
o r(z3,y1), r(23,92) = n.

Si se encuentra una 4-upla x1, 2, x3, y1, que cumpla estas condiciones el algoritmo
reportara que hay un odd hole. En caso contrario reportara que no hay un shortest

odd hole en C' tale que X sea un near cleaner para C'.

Quedaria por ver que el algoritmo funciona correctamente. Supongamos que existe
una 4-upla x1, x9, T3, Y1 que satisface las tres condiciones, y sean 35 y n como antes.
Probaremos que en ese caso G contiene un odd hole. Sea R(x1,y1) =p1 — -+ — Pn,
R(x2,y1) = @1 — -+ — Gny1, donde p1 = 21, Py = Guy1 = Y1, @1 = T2 Y ¢ = Y2. De
la definicién de R(xy1,y1) vy R(x2,y1) se sigue que los vértices pa, ..., Pn_1, 42, -, ¢» NO
pertenecen a X, y de la eleccién de y; se sigue que y; ¢ X (posiblemente 1, zo, x3
pertenezcan a X).

Dado que r(x1,y1) = r(xq,y1) — 1, se sigue que x5 ¢ R(z1,y1) , por el mismo motivo
x1, Te no son adyacentes y x1 ¢ R(xq,y;). Dado que r(x3,y1), 7(x3,y2) > n, se sigue
que x3 ¢ R(x1,11), R(x2,y1), y no tiene vecinos en R(z1,y1) —{x1}, R(x2,y1) —{x2}.
Como consecuencia de que r(xq,y2) = n, yo ¢ R(z1,y1). Probaremos a continuacion
que los vértices po, ..., pp—1 son distintos de ¢o, ..., g,. Supongamos que p; = g; para
algin 2 <1 <n—1y 2 < j <n. Entonces ambos subcaminos de p; a y; resultan
ser subcaminos de un camino minimo, por lo tanto deben tener la misma longitud,

es decir j = 7+ 1, por lo tanto py — -+ — p; — ¢j+1 - — @n contienen un camino
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entre x1, yo de longitud < n— 2, contradiciendo el hecho que r(z1y) = n. Entonces
R(z1,y1) y R(xs,yp) tienen a y; como tnico vértice en comun. Si no hubiera aristas
entre R(z1,y1) —{y1} v R(x2,y1) — {y1} la unién de R(z1,y1) — y1, R(x2, 1) — 11
y 1 — x3 — X forman un odd hole y el algoritmo funciona correctamente. Ahora
asumamos que p;q; es una arista siendo 1 <7 <n—1y 1 < j < ny probaremos que
1 > j.Sij = 1estrivial, asumamos que 7 > 1. En ese caso habria un camino entre x1,
Yo con vértices en {py, ..., Di, ¢, ---, ¢n }, con lo cual su longitud es < n—j+1 y no tiene
ningun vértice interno en X (dado que j > 1), y como r(x1,y2) = n, se sigue que
n—7j+1t>ny porlo tanto ¢ > j como afirmamos previamente. Consecuentemente
i > 2, dado que z1, x2 son no adyacentes. Pero ademads, r(z2,y1) > n, y por lo tanto
j+mn—12>n,estoes j > i Y finalmente queda probado que ¢ = 7, y eligiendo
minimo resulta que x3 —p; —---—p; — ¢ — - - ¢ — x3 es un odd hole, y nuevamente
en este caso el algoritmo funciona correctamente. Por lo tanto cuando el algoritmo

determina que G tiene un odd hole lo hace correctamente.

Faltaria probar que cuando el algoritmo determina que no hay un shortest

odd hole C en G tal que X es un near cleaner para C, lo hace correctamente.
Supongamos que X es un near cleaner para un shortest odd hole en C'. Por lo tan-
to, para alguna eleccion de xy,xs, 3, Yy, todos estos cuatro vértices yacen en C,
do(za,y1) = de(z1,91) +1:=n,y C es un clean shortest odd hole de longitud en H,
donde H = G — (X —{z1, 9, x3}). Notar que en particular V(C)NX C {x1, z9, 23}
Probemos que siu,v € V(C') entonces r(u,v) > dy(u,v) = de(u,v). Si R(u, v) existe
entonces alguno de sus vértices internos estan en X, por lo tanto es un camino en H;
y como consecuencia r(u,v) > dy(u,v).Por el lema 5.9 resulta dy(u,v) = do(u,v),

probando asi nuestra afirmacion.

Dado que 7(z1,11) < de(z1,11) (porque V(C) N X C {zy,xa,x3}), se sigue de la
afirmacién anterior que r(z1,y;) = n—1y R(z1,y;) resulta un camino minimo en H
entre 1 e y;. Por el lema 5.9 podemos elegir C' tal que R(z1,y;) es un camino de C.
Similarmente 7(z1,y;) = n, y podemos asumir que R(z5,y;) es un camino en C'. En
particular yo € V(). Usando el mismo argumento, 7(z1y2) = dc(x1,y2) = n. Ahora
de(z3,y1) = n, y por la afirmacion anterior resulta r(xs,y;) > n, y similarmente
resulta 7(z3, y2) > n. También en este caso el algoritmo corre correctamente, deter-
minando que G tiene un odd hole, funcionando correctamente en todos los casos.

En O(]V(G)]?) busca todos los minimos caminos, chequear las 4-uplas x1, T2, T3, y1
lleva O(1) operaciones. Por lo tanto el algoritmo corre en O(|V(G)|?). Como se

afirma en el enunciado del lema. o
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5.2. Rutina 2.

Comencemos definiendo algunas estructuras importantes.

Definicién 5.12 Una configuracion del tipo Ty en un grafo G, es un hole de longitud
5.

Definicién 5.13 Una configuracion del tipo 7o en un grafo G es una sucesion
V1, Vg, U3, Vg, P, X tal que:

o, — Uy — U3 — Uy €s un camino en G.

e X es un anticomponente del conjunto formado por todos los vértices {vy, vy, v3}-
completos.

o P es un camino en G\ (X U {va,v3}) entre vi,v4 y ningin vértice de P* es X-

completo ¢ adyacente a vy 0 adyacente a vs.

Definicién 5.14 Una configuracion del tipo T3 en G es una sucesion vy, ..., vg, P, X
tal que:

® Uy, ...,V Son vértices distintos de G.

U Uy, U3ly, V1V4, U2U3, U3Us, Vsl SON arTistas, Yy V1V, Ualy, U1Us, V2Us, V1V, U2V,
V405 son no adyacentes.

oP es un camino en G\ (X U {vy,ve,v3,04}) entre vs,vg y ningin vértice de P* es
X-completo 6 adyacente a v, 0 adyacente a vs.

e Si vsvg es una arista entonces vg no es X completo.

Figura 5.9: Configuraciones 75 y 7.

Claramente se puede testear en O(|V(G)|?) si un grafo G contiene una configu-
racion del tipo 7;. A continuacion daremos resultados analogos para las otras dos

configuraciones.
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Lema 5.15 FEuxiste un algoritmo tal que dado un grafo G, resporta si G tiene una
configuracion del tipo Ty con complejidad O(|V(G)|®).

Demostracion Enumeramos todos los caminos v; — vy — v3 — vy de . Para cada uno
calculamos el conjunto Y de todos los vértices {vjvg, v4 }-completos. Luego buscamos
todas las anticomponentes de Y. Para cada anticomponente de X testeamos si hay
un camino P entre vy,vy en G — {vy,v3}, tal que ningin vértice interno en P sea

X-completo. y este algoritmo evidentemente cumple con las condiciones del lema. o

Lema 5.16 Si G es Berge y X es un conjunto de vértices anticonexo, y P es un
camino impar en G - X tal que ambos extremos de P son X-completos y ninguna

arista de P es X-completa. Entonces todo vértice X-completo tiene un vecino en P*.
Corolario 5.17 Si G tiene una configuracion Ty entonces G no es Berge.

Demostracion Sea vy, vy, vs, v4, P, X una configuracién 7; de G. Si P es par entonces
v1 — Vg — V3 — vy — P —wy es un odd hole, mientras que si P es impar entonces dado
que el vértice vy es X -completo y no tiene vecinos en P* | y como los extremos de
P son X -completos y los vértices internos no lo son, se sigue del lema 5.16 que G

no es Berge. =

Lema 5.18 FExiste un algoritmo tal que dado un grafo G determina si tiene un
configuracion Tz, en O(|V(G)|%).

E numerar todas las 3-uplas vy, v, v5 de vértices distintos, tales que vivs es una
arista y vs no es adyacente a vini a vo. Para cada 3-upla hallada buscar el conjunto
Y formado por todos los vértices {vy,vq, v5}-completos y buscar sus anticompo-
nentes. Para cada anticomponente X, buscar un subconjunto maximal conexo F’
que contiene a vy, con la propiedad que v1v; no tiene vecinos en F’ y ningtn vértice
en F"\{vs} es X-completo. Sea F' la unién de F’ y todos los vértices X-completos
que no son adyacentes a vy, Vs, U5 v tiene un vecino en F’. Para la misma 3-upla y
X enumeramos todos los vértices vy que son adyacentes a v; y no a vy, vs, y tiene
un vecino en F' y un no-vecino en X. Para cada eleccion de v, se testea si hay un
vértice vy adyacente a vy, V4, U5 ¥ N0 a v1, con un no vecino en X. Si encontramos un
tal v3, dado vg un vecino de v, en F', y P un camino de vga v5 con interior en F”,
entonces vy, ...., vg, P, X es una configuracién del tipo 73. Si luego de chequear todos

los vy, vg, v, X, v4 NO se encuentra un vy, entonces no hay una tal configuracion.
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Este algoritmo es evidentemente un correcto test par la configuracién 73. Dado que
hay O(|V(G)|?) 3-uplas vy, v9v5 que examinar, par cada 3-upla hay O(|V(Q)) elec-
ciones de X, y cada una toma O(|V(G)|?) ser procesada. Por lo tanto la complejidad
de este algoritmo es O(|V(G)|%) o

Para probar que si G contiene una configuracién tipo 73 no es Berge. Se necesita el

siguiente lema de Russel-Rubio [38].

Lema 5.19 Sea G Berge, X un conjunto anticonexo de V(G) y P = p; — -+ —
pn un camino impar en G\X con longitud > 5, tal que py,p, son X-completos y
D2y -eees P10 lo son. Entonces existe un par x,y € X no adyacentes, tal que hay
exactamente dos aristas entre x,y y P*, xpy e yp,_1.

Corolario 5.20 Sea G Berge, X C V(G) conezxo. Y vy, vs.03,v4, p1, pe vértices dis-
tintos de G\ X tales que:

eU1U3 Y Vavy Som aristas , y no hay aristas entre {vy,v3}ty {va, v4}.

vy, vy tienen un vecino en X, ningun vértice de X es adyacente a vs y vy simul-

taneamente; y vy, v9 no tienen vecinos en X.
op1,p2 & E(G), pres adyacente a vy, v9,v4 Y N0 a vs, y por ultimo;

e Hay un camino entre vs, vy con interior en X tal que py,ps no tienen vecinos en

X.
Finalmente se deduce a partir de este lema:
Lema 5.21 Si G contiene una configuracion del tipo T3. Entonces G no es Berge.

Demostracion Sea G Berge y supongamos que vy, ...., Vg, P, X es una configuracion
del tipo 73 en GG. Sea () un anticamino entre vz, v, con interior en X, puede ser
completado a un antihole via vy —vs —v; —v3, por lo tanto () es impar y v; —v3—Q —
v4— 5 es un anticamino. Por el lema 5.19, aplicado a G al camino v; —v3—Q —v4 —vs
y el conjunto anticonexo V(P), se deduce que existe pi,ps € V(P), adyacentes en
G, tales las tinicas aristas en G entre p;, poy V(Q) son pivy, pavs. Aplicando el lema
anterior a G se deduce que algtin z € X no es adyacente a vs, v4 6 p1, p2 son ambos
X-completos. Lo primero es imposible dado que z — vy — vy — v3 — v5 — 2 no es
un odd hole. Lo segundo es imposible dado que ningin vértice interno de P es X-
completo, y si vs, vg son adyacentes, entonces por hipotesis vg no es X-completo . Por

lo tanto G no contiene una tal configuracién. Quedando asi demostrado el teorema.

[m]
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Recordemos que un hole C' de G es amenable si:
e (' es un shortest odd hole de G de longitud al menos 7, y

e Para todo conjunto anticonexo X de vértices C'—majors hay una arista X-completa
en C.

El siguiente resultado da por concluida la rutina 2.

Lema 5.22 Sea G un grafo que no contiene pirdmides , configuraciones 7;,75 o T3
y G ¢ G no contienen joyas. Entonces todo shortest odd hole en G es amenable.

5.3. Algoritmo Cleaning.

Comenzaremos ahora con los preliminares de la rutina 3.

Definicién 5.23 Notaremos por N(a,b) el conjunto de todos los vértices {a,b} -
completos. Y una 3 - upla (a,b,c) la llamaremos relevante si a # b y ¢ ¢ N(a,b)
(posiblemente ¢ € {a,b}). Para estas 3 -uplas tenemos que:

or(a,b,c) es el cardinal de la anticomponente de mayor cardinal de N(a,b) que

contiene un vértice no adyacente a ¢ (6 0 sic es N(a,b) - completo).

oY (a,b,c) es la union de las anticomponentes de N(a,b) que tienen cardinal estric-
tamente mayor que r(a,b,c).

oW (a,b,c) es la anticomponente de N(a,b) U {c} que contiene a C.

o/ (a,b,c) es el conjunto de todos los vértices Y (a,b,c) UW (a,b,c) - completos.
eX(a,b,c) =Y (a,b,c)U Z(a,b,c).

El algoritmo se basa en el siguiente lema:

Lema 5.24 Sea C' un shortest odd hole en G, con longitud a lo sumo 7. Entonces
hay una 3 - upla (a, b, c) relevante de vértices tales que:

e Il conjunto de todos los vértices C-majors que no estin en X(a,b,c) es anticonezo.

e X(a,b,c)NV(C) es un subconjunto de algin conjunto de vértices formado por un
camino de longitud 2 en C.
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Lema 5.25 Eziste un algoritmo polinomial, de complejidad O(|V(G)]?), que ge-
nera O(|V(GQ)|?) subconjuntos de V(G), tales que si C' es un amenable hole en G |
entonces uno de estos subconjuntos es un near-cleaner para C.

Demostracion Describiremos el algoritmo. Para cada par de vértices u, v adyacentes
en GG calculamos N(u,v), y listamos todos tales conjuntos. Para cada 3 - upla
relevante (a,b,c) calculamos X (a,b,c) y listamos todos tales conjuntos. La salida
del algoritmo seran todos los subconjuntos formados por la unién entre un conjunto

de la primera lista y la segunda.

Para probar que el algoritmo funciona correctamente, supongamos que C' es un
amenabla hole en G. Por el lema anterior existe una 3 - upla (a, b, c¢) que satisface
el lema. Dado que el conjunto de todos los vértices C' - major, que llamaremos 7',
que no estan en X (a, b, c) es anticonexo y C' es amenable, existe una arista uv de C'
que es T' - completa, por lo tanto 7" C N(u,v). Pero entonces N(u,v)U X (a,b,c) es
un near-cleaner de C, y este es uno de los conjuntos de la salida del algoritmo antes

descripto. o

5.4. Algoritmo de Reconocimiento de grafos

Berge.
Sélo hay que reunir las piezas desarrolladas en las secciones anteriores.

Lema 5.26 Euxiste un algoritmo polinomial, de complejidad O(|V(G)|?), que dado
un grafo G determina si es Berge.

Demostracion Se aplica los algoritmos 5.4, 5.6, 5.16, 5.17 a G v G y se analiza la
existencia de un configuracién 7; (observando si cada 5-upla de vértices de G forma
o no un hole o antihole. Si se encuentra alguna de estas estructura el algoritmo
determina que G no es Berge. En caso contrario por el lema 5.21 sabemos que todo
shortest odd hole es amenable. Luego usando el algoritmo 5.24 se obtiene O(|V (G)|?)
subconjuntos. Para cada subconjunto X aplicamos el algoritmo 5.10 al par X, G,
si encuentra un odd hole el algoritmo habra determinado que G no es Berge. Si
después de terminar el algoritmo 5.10 no encontré un odd hole, se repite todo el
procedimiente para G (a partir de la aplicacién del algoritmo 5.24). Si nuevamente
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no se detecta un odd hole, el algoritmo determina que GG es Berge y por lo tanto es
perfecto.

Faltaria probar:
G no es Berge < el algoritmo determina que G no es Berge
(<) Trivial.

(=) Supongamos que G no es Berge, podemos suponer (sin pérdida de generalidad)
que G contiene un odd hole. Luego hay un shortest odd hole en G que llamaremos C'
y supongamos también que en la primer fase del algoritmo no se encuentra ningiin
odd hole, es decir, tanto G como G no contiene joyas, piramides y tampoco con-
figuraciones 7; con ¢ = 1,2,3. Como concecuencia del lema 5.21 C' es amenable y
luego sabemos por 5.24 que alguno de los conjuntos X es un near cleaner para C.
Finalmente el algoritmo 5.10 aplicado al par (G,X) encontrard un odd hole.
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Capitulo 6

Variantes de grafos perfectos.

Existen otras familias de grafos, que por sus similitudes con los grafos perfectos

describiremos someramente en este capitulo.

6.1. Grafos K-perfectos

Los grafos K-perfectos son un caso particular de grafos de interseccion, en el capitulo
1 vimos que relacion existe entre los grafos perfectos y su poliedro asociado. en esta
seccién enunciaremos un resultado similar (ver [25], [3]) para los grafos que son clique
Helly y K-perfectos.

Definicién 6.1 Sea K(G) el grafo de interseccion de las cliques del grafo G, es
decir los vértices son las cliques de G y dos vértices son adyacentes en K(G) siy
solo si sus respectivas cliques tienen interseccion no vacia. A un grafo G se lo llama
K -perfecto si y solo si K(G) es perfecto.

Definicién 6.2 Se dice que un familia de conjuntos cumple la propiedad de Helly,
st para toda subfamilia tal que sus conjuntos tienen interseccion no vacia dos a dos,

entonces la interseccion de todos los conjuntos de esta subfamilia es no vacia.
Definicién 6.3 Diremos que un grafo G es clique Helly si la familia de conjuntos

conpuesta por las cliques de G cumple la propiedad de Helly (CH), y clique-Helly
hererditario si todo subgrafo inducido de G es clique-Helly (HCH).
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/2\
N/ 5

Grafo G Grafo K(G)

Figura 6.1: A la derecha vemos el grafo G con sus cliques enumeradas y la izquierda
K(G) = K4, G es K-perfecto

Recordemos que un grafo G sea perfecto es equivalente a que G sea pluperfecto, es
decir el poliedro Ps; = {z € R"|Kgz < 1,z > 0} es entero (Kg es la matriz de
clique de G3). El siguiente teorema relaciona los grafos que son K-perfectos y clique
Helly con la matriz de clique de G transpuesta .

Teorema 6.4 [25] G es K-perfecto y clique Helly si sélo si P = {x € R"|(Kg)'x <
1,z > 0} es entero.

6.2. Grafos Clique Perfectos

Definicién 6.5 Se denomina conjunto transversal de cliques del grafo G a un con-
junto de vértices que interseca a todas las cliques de G. Un conjunto independiente
de cliques de G es un conjunto de cliques de G tal que su interseccion es vacia dos
a dos. Notaremos:

ac(G) = cardinal de un conjunto independientes de cliques mdzimo.

7(G) = cardinal de un conjunto transversal de cliques de G minimo.

Un grafo G es clique perfecto si ac(H) = 7(H) YH subgrafo inducido de G.

Observacion 6.6
ac(G@) < 7(G) VG

Definicién 6.7 Un grafo r-sol generalizado es un grafo compuesto por un ciclo

impar tal que si dos vértices consecutivos forman una clique con otro vértice del
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Cs Wy

Figura 6.2: C5 no es clique perfecto ya que ac(G) =2y 7(G) = 3, W, es un grafo
clique pefecto.

ciclo, existe otro vértice que no esta en el ciclo que tiene como vecinos unicamente

a estos dos vértices. Por otro lado todo vérice del grafo pertenece al ciclo o forma

un clique con dos vértices concecutivos que pertenecen al ciclo.

o W

5-sol generalizado 7 -sol generalizado

Figura 6.3: s-soles generalizados con s =5y s =7

Teorema 6.8 ([33], [3]) Los grafos r-sol generalizado con r > 3 no son clique

perfectos.

Veamos a continuacién que relacion existe entre los grafos perfectos y los clique
perfectos. Se puede ver que el grafo 5-sol generalizado [25] no es clique perfecto, pero
sin embargo es perfecto. Cabe preguntarse si un grafo perfecto es o no clique perfecto.
Lamentablemente el siguiente resultado nos muestra que los grafos perfectos no son

una subfamilia de los grafos clique perfectos.
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Teorema 6.9 [3] Los grafos Cs, 41 si2r+1 no es maltiplo de 3 no es clique prefecto

y en caso contrario si lo es.

Un problema abierto para esta familia de grafos es encontrar una caracterizacion
mediante subgrafos prohibidos (como en el caso de los grafos perfectos). A conti-
nuacion veremos una serie de resultados parciales obtenidos en esta direccion cuando
éstos pertenecen a una determinada clase. Otra problema abierto es si existe un
algoritmo polinomial de reconocimiento para esta familia de grafos.

Definicién 6.10 Diremos que un grafo G es interesante si ningun subgrafo inducido
es isomorfo a un sol generalizado impar ¢ un antihole de longitud mayor a 5 e igual
a 1,2 (mddulo 3).

Los siguientes resultados pueden verse en: [4], [5].

Teorema 6.11 Sea G un grafo que no contiene a K4 — e como subgrafo inducido.

Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

e (7 es interesante.
e Ningiun subgrafo inducido es isomorfo a un sol generalizado impar.

o (G es clique-perfecto.

Teorema 6.12 Se G un grafo que no contiene a K3 como subgrafo inducido y es
HCH. Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

e (7 es interesante.
e Ningin subgrafo inducido es isomorfo a un odd hole 6 Cs.

o (G es clique-perfecto.

Teorema 6.13 Sea G es un grafo de linea. Entonces,los siguientes enunciados son

equivalentes:

e (7 es interesante.
e Ningun subgrafo inducido es isomorfo a un odd hole 6 a un 3-sol generalizado.

e (7 es clique-perfecto.
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